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Aufgabe 1: ( 2 + 2 + 3 Punkte)

Gegeben ist die Funktion

f : R2 → R , f(x, y) = y · (x − 1).

a) Berechnen Sie den Gradienten und die Hessematrix von f .

b) Berechnen und klassifizieren Sie alle stationären Punkte von f .

c) Zeigen Sie, dass in (x0, y0)
T = (−2,

√
6)T ein lokales Minimum der Funk-

tion f unter der Nebenbedingung

g(x, y) = x2 + y2 − 10 = 0

vorliegt.

Lösungsskizze:

a) grad f(x, y) = (y, x− 1) , H f(x, y) =

(

0 1
1 0

)

.

b) grad f(x, y) = (y, x− 1) = 0 =⇒ x = 1, y = 0 .

Eigenwerte der Hessematrix: λ2 − 1 = 0 =⇒ λ1,2 = ±1 .

Es liegt also ein Sattelpunkt vor!

c) Mit F = f + λg muss für einen zulässigen, stationären Punkt gelten:

Fx(x, y;λ) = y + 2λx = 0 ,

Fy(x, y;λ) = (x− 1) + 2λy = 0 ,

g(x, y) = x2 + y2 − 10 = 0 .

Im gegebenen Punkt also

Fx(−2,
√
6;λ) =

√
6 − 4 λ = 0 =⇒ λ =

√
6

4
,

mit diesem λ gilt

Fy(−2,
√
6;

√
6

4
) = −3 + 2

√
6 ·

√
6

4
= −3 +

12

4
= 0.

Beide Bedingungen werden also mit λ =
√
6

4
erfüllt.

Außerdem gilt: g(−2,
√
6) = 4 + 6 − 10 = 0.

Die Hessematrix ist: HF (x, y;λ) =

(

2λ 1

1 2λ

)

Als charakteristisches Polynom erhält man: p(µ) = (2λ− µ)2 − 1 = 0

mit den Eigenwerten µ1,2 = 2λ± 1 .

In unserem Punkt also µ1,2 =
√
6

2
± 1 .

Beide Eigenwerte sind positiv, denn
√
6

2
>

√
4

2
= 1 . Es liegt also ein Mini-

mum von f unter der Nebenbedingung g = 0 vor.
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Aufgabe 2: (2 + 3 + 3 Punkte)

Seien für x = (x, y) ∈ R
2 die Funktionen

f(x, y) =

(

2x + 3x2y3 + 1

2y + 3x3y2

)

und g(x, y) =

(

xy − y

x + y2

)

gegeben.

a) Berechnen Sie die Rotationen rot f und rot g .

b) Überprüfen Sie für beide Vektorfelder f und g , ob diese ein Potential
besitzen und berechnen Sie gegebenenfalls ein solches.

c) Berechnen Sie die beiden Kurvenintegrale
∫

c
f dx und

∫

c
g dx , wobei die

Kurve c gegeben ist durch

c(t) = (cos(t) , sin(t) )T , t ∈ [0, π] .

Lösung:
a) rot f = (f2)x − (f1)y = 9x2y2 − 9x2y2 = 0

rot g = (g2)x − (g1)y = 1− (x− 1) = 2− x . [2 Punkte]

b) Da rot g 6= 0 ∀x 6= 2 , besitzt g (auf dem einfach zusammenhängenden) R
2

kein Potential. [1 Punkt]

Berechnung des Potentials Φ von f :

Φx = 2x + 3x2y3 + 1 ⇒ Φ(x, y) = x2 + x3y3 + x+ k(y)

Φy = k′(y) + 3x3y2
!
= 2y + 3x3y2 ⇒ k′(y) = 2y ⇐= k(y) = y2 (+k)

=⇒ Φ(x, y) = x2 + y2 + x3y3 + x (+k) , k ∈ R [2 Punkte]

c)
Da die Funktion f das Potential Φ besitzt, gilt
∫

c

f dx = Φ(c(π))− Φ(c(0)) = Φ(−1, 0)− Φ(1, 0) = (1− 1)− (1 + 1) = −2 . [1 Punkt]

Das Kurvenintegral
∫

c
g dx muss man direkt berechnen:

g(c(t)) =

(

cos(t) · sin(t)− sin(t)
cos(t) + sin2(t)

)

, c′(t) =

(

− sin(t)
cos(t)

)

.

〈 g(c(t)) , c′(t) 〉 = − cos(t) · sin2(t) + sin2(t) + cos2(t) + cos(t) sin2(t) = 1.

∫

c

g dx =

π
∫

0

〈 g(c(t)) , c′(t) 〉 dt =
π

∫

0

1 · dt = π . [2 Punkte]
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Aufgabe 3: (5 Punkte)

Gegeben sei der Körper

P ⊂ R
3 , P =











x

y

z



 : 0 ≤ z ≤ 1, 0 ≤ x2 + y2 ≤ z







mit der Dichte ρ(x, y, z) = (1− x2 − y2) · (1− z) .

Berechnen Sie die Masse von P .

Lösung zu Aufgabe 3)

a) Transformation: x = r cos(ϕ) , y = r sin(ϕ) , z = z .

Für die Jacobi-Matrix J der Koordinatentransformation gilt det J = r.

(1 Punkt)

Für die Parameter gilt: z ∈ [0, 1] , ϕ ∈ [0, 2π] , r ∈ [0,
√
z] . (1 Punkt)

Für die gesuchte Masse M rechnet man:

M =

∫

1

0

∫

√
z

0

∫

2π

0

ρ · r dϕ dr dz =

∫

1

0

∫

√
z

0

(1− r2)(1− z)r [ϕ]2π
0

dr dz

= 2π ·
∫

1

0

(1− z)

[

r2

2
− r4

4

]

√
z

0

dz = 2π ·
∫

1

0

(1− z)

(

z

2
− z2

4

)

dz

= 2π

∫

1

0

(

z

2
− z2

4
− z2

2
+

z3

4

)

dz = 2π

[

z2

4
− z3

4
+

z4

16

]1

0

= 2π

[

1

4
− 1

4
+

1

16

]

=
π

8
. (3 Punkte)

Viel Erfolg!


