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Sie haben 60 Minuten Zeit zum Bearbeiten der Klausur.

Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt
mit Threm Namen und Ihrer Matrikelnummer.

Tragen Sie bitte zunéchst IThren Namen, [hren Vornamen und Thre Matrikelnum-
mer in DRUCKSCHRIFT in die folgenden jeweils dafiir vorgesehenen Felder
ein.

Diese Eintragungen werden auf Datentréiger gespeichert.

Name:

Vorname:
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Wertung nach DPO : ‘ zus. mit Differentialgleichungen I ‘ ‘ ‘ Einzelwertung ‘ ‘

Ich bin dariiber belehrt worden, dass die von mir zu erbringende Priifungsleistung
nur dann bewertet wird, wenn die Nachpriifung durch das Zentrale Priifungsamt
der TUHH meine offizielle Zulassung vor Beginn der Priifung ergibt.

(Unterschrift)

Losen Sie die 2 angegebenen Aufgaben. Pro Aufgabe werden 10 Punkte vergeben.

Aufg. Punkte Korrekteur

1
2
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Aufgabe 1:

Gesucht seien die Extrema der Funktion

f(z,y) =21In (f) + x + by
Yy
unter der Nebenbedingung
g(z,y) = zy —1 =0.

a) Zeigen Sie, dass (zo,70)7 = (1,1)T ein zuléssiger, stationirer Punkt der
Lagrange-Funktion F' = f + Ag ist und iiberpriifen Sie die Regularitéts-
bedingung im Punkt (xg,y0)" = (1,1)T.

b) Untersuchen Sie den stationiren Punkt (zg, o) = (1,1)7 auf seinen Typ
hin. Stellen Sie dazu die Hesse-Matrix V2F(xg,yo; A) auf und iiberpriifen
Sie deren Definitheit auf dem Tangentialraum 7 (xo, yo) .

Losungsskizze:

a) Esgilt g(1,1) = 1—1=0. Der Punkt (z9,y0)" = (1,1)7 ist also zulissig.
[1 Punkt]
Vy(z,y) = (gyc) — Vyg(1,1) = G) Die Regularititsbedingung ist
also erfiillt.  [1 Punkt]

Fiir f rechnet man

1
Z+1 2L i1
" T
Vi(xy) == i = : [2 Punkte]
v
y

-1
5 2— +5
* Y

Somit erhilt man fiir einen zuléssigen stationdren Punkt der Lagrange-
Funktion das Gleichungssystem:

2
F,=—-—+4+1+4+ XMy =0,
x

—2
Fj=— +5+ X =0,

)
g=azy —1=0. [1 Punkt]

Fir x =y =1 also

2
FI:I+1+>\:O<:>)\:—3,
—2
Fy:T+5—|—)\:O<:>)\I—3.

g=1—-1=0. [1 Punkt]

(1,1)T ist also ein stationiirer Punkt der Lagrange-Funktion mit zugehori-
gem Multiplikator A = —3.
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b) Es gilt :

)

V2F(2,y;\) = A (2P
xay7 - )\ % _3 2

d.h. V2F(1,1;—3) ist indefinit (det V2F(1,1; —3) = —13). [1 Punkt]
Tangentialraum:
v = (z) mit Vg(1,1)"- (z) =0=z+y=0. [1 Punkt]

Auf dem Tangentialraum:

(1,—-1)V?F(1,1; -3) (_11) =(1,-1) (:; _23) (_11) = (1,—1)(_15) =6>0.

[1 Punkt]

d.h. die Hesse-Matrix V2F(1,1;—3) ist positiv definit auf dem Tangenti-
alraum. Daher liegt im Punkt (1,1) ein strenges lokales Minimum vor.
[1 Punkt]
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Aufgabe 2)

Es seien fir © = (x,y,2) € R? die Funktionen

cos(z +y) + 2° cos(z +y) + 23
f(x,y,2) = cos(z +y) und  g(x,y,z2) = cos(x + y)
3x2% 4 li; 2’

gegeben.

a) Berechnen Sie die Rotationen rot f und rot g.

b) Uberpriifen Sie fiir beide Vektorfelder f und g , ob diese ein Potential
besitzen und berechnen Sie gegebenenfalls ein solches.

c¢) Berechnen Sie die beiden Kurvenintegrale fc fdx und fc gdx , wobei die
Kurve ¢ gegeben ist durch

ct)y=(t,2t, )", telon].

Losung:
a) [2 Punkte]
(f3)y — (f2)- 0-0 0
rot f = (fl)z — (fg)x = 322 — 322 = 0
(f2)e = (f1)y —sin(z +y) — (—sin(z +y)) 0
(93)31 - (92)2 0—-0 0
rot g= | (91): —(93)2 | = 322 — 22 = | 22
(92)x — (91)y —sin(z +y) — (= sin(z +y)) 0
b)

Da rot g # 0, besitzt g kein Potential auf R3. [1 Punkt]

Berechnung des Potentials ¢ von f:

¢ = cos(z+y)+2°
= ¢(r,y,2) =sin(z +y) + 22" + g(y, 2)

¢y = cos(x+y)+ gy L cos(z +y)
=9,=0 = g=g(2)

2z
1422

= g(z)=ln(1+2*)+C, CeR

. = 32x+g. = 3222 +
2z
1+ 22

=g, =
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= ¢(z,y,2) =sin(z +y) +22* +In(1 + ) +C, CeR [3 Punkte]

)

Da die Funktion f das Potential ¢ besitzt, gilt
/fda: = ¢(c(m)) — ¢(c(0)) = (sin(r+27m)+7 +In(1+7")) —(0+0+0) =

[

= 7 +In(1+7%)

Alternativ direkt berechnen:

cos(3t) + t°
f(c(t)) = cos(3t) , telo,n]

5 22
3t + 1-+t4

elo,n] = @t)=(1,2, 20" , tel0,n]

4t
(f(c(t)), c(t)) = cos(3t) +t°+ 2cos(3t) + 6t° + T
4t
— 6
= 3cos(3t) + Tt +1—|—t4

—
¥
I
o\

r At3
'(t) )dt = /(3(:05(315) +7t% + 1+t4> dt =
0

= [sin(3¢) +¢" +In(1+ t4)]g =7 +In(l+ 7% [2 Punkte]

Das Kurvenintegral fc gdx muss man direkt berechnen:

cos(3t) + t°

g(c(t)) = cos(3t) , telo,n]
/5

(glc(t), <)) = cos(3t) +t°+ 2cos(3t) +2t° =
= 3cos(3t) + 3t°

™

/gda; = / ‘(t) ) dt = /(3cos(3t)+3t6)dt:

0
T

= [Sin(Bt)+§t7] = §7T7 [2 Punkte]
7,77



