Losungen zu Analysis 111, 15.08.2013, SoSe 2013, (Oberle/Kiani)

Aufgabe 1) Gegeben ist die Funktion

f: R*—= R,

f(z,y)

= x-arctan(y) + " — 1.

a) Berechnen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades T, von f mit dem Ent-
wicklungspunkt (0,0)".

b) Zeigen Sie, dass fiir das Restglied Rs(x,y) = f(x,y) — To(z,y) im Bereich
|z] < 0.1, Jy| <0.1 die folgende Abschétzung gilt:

| Ry (z,y)| < 0.006.

¢) Zeigen Sie, dass durch die Gleichung

f(x,y) = x-arctan(y) + "™ — 1 = 0

in der Umgebung des Punktes (0,0)T implizit eine Funktion y = g(z)
definiert wird, mit ¢(0) =0 und

flx,y) =0 <= y=g(z).

Berechnen Sie das Taylorpolynom ersten Grades von g mit Entwicklungs-

punkt zo =0.
Hinweise: (arctan(y)) = — . arctan(0) = 0
inweise: (arctan = —— arctan(0) = 0.
y 1+y2’
Losung:
a) [4 Punkte]
Wert in (0,0)7
f(z,y) := x-arctan(y) + e*t¥ — 1
fe(x,y) = arctan(y) + e**¥
fy(x,y) = 1ny2 + ety

— N =R = = O

1 1
Tywy) = o +y+ 52° + 20y + 5y
b) [4 Punkte]
maximaler Betrag
‘fxxx(xay)‘ = |€z+y‘ < e0-2
Faryl )] = [ < 2
—2y .

zyy\ T Ao e < 0.2+ 02

|f yy(w y)| (1+y2)2 -l—j 2 2 2 < +e
1 — 4y=(1

| fyyy(7,y)] = |22 - 1+y) y 1ty + "tV < 0.3+ %2

(1+y2)!
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Fiir die letzte Ableitung rechnet man zum Beispiel

<02( L 4|y|2)
-\ 42?2 (422

0.04
<0.2 (1 + T) = 0.208.

() - 4P(1 4y
(L+y?)*

2

Insgesamt kann als obere Schranke fiir die Betridge der dritten Ableitungen
C=3>23=+V4+03> e+ 03 > ¢e"240.208
gewihlt werden. Mit der iiblichen Abschétzung gilt dann:

3

2 8
|Ra(z,y)| < 50 |z — ol < 6~3-O.13 = 0.004 < 0.006.

Bemerkung: Wer €%? mit 3 abschitzt und C' = 4 wihlt erhilt die Schranke
0.00533333.

¢) [2 Punkte]

Nach Teil a) ist f,(0,0) =1 # 0. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen
1aBt sich f nach y auflosen. Der Satz liefert:

g@) ===, J0)=-—=  Ti(z0)= g(0)+ ¢(0)(z —0) = —z.
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Aufgabe 2

Gegeben seien der Koérper

und das Vektorfeld

Z.I'Q + y2
zy? + a?
z (2% + y?)

f ('Z‘? y? Z) -

) Berechnen Sie das Integral

/ div f(z,y,2)d(z,y, 2).
K

b) Der Koérper K wird berandet durch ein ebenes Fliachenstiick D und ein

nicht ebenes Flachenstiick M . Geben Sie jeweils Parametrisierungen fiir
die beiden Fléchenstiicke D und M an

) Berechnen Sie den Fluss von f durch das ebene Fléchenstiick D

d) Wie grof§ ist nach den Teilen a) und c¢) der Fluss von f durch das nicht
ebene Flachenstiick M

Losung:

a) [4 Punkte]
div f(z,y,2) = 2r2+2yz+ 2> +y

Zur Berechnung des Integrals nutzen wir Zylinderkoordinaten und erhalten

/ /2 / (22r(cos(¢) + sin(¢)) +1°) rdp dzdr
- /0 /8 [221%(cos(¢) — sin(6)) + 7*]0" dz dr

3 18
:27T// r3dzdr
0 2r2
3 34 36
27?/ r3(18 — 2r¥) dr = 27 (18 — -2 )
0

4 6
49 oy _ 5
27?-3(2 3) =7m-3.
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b) [2 Punkte]
Der Korper ist beranded durch ein ebenes Stiick D (wie Deckel) mit der
Parametrisierung:
r cos(¢)
p(r,¢) = |rsin(¢) | ,  ¢€[0.2x], rel0,3].
18
und einem Mantel M mit der Parametrisierung;:
r cos(¢)
p(r,¢) = |rsin(g) | ,  ¢€[02x], rel0,3].
272

¢) [3 Punkte]

Fir den Fluss durch D rechnet man:

—rsin(¢) cos(¢)
dp/op = | rcos(p) op/or = | sin(¢)
0 0
5 5 egal
LN ﬁ = fp(r.9) = | egal
r 1872
5p
f @ X — >= 18T .
/ / f — X @ > dodr =
or
3 2m 34
/ / 1873 dpdr = 367rZ = 7-3%.
o Jo
d) [1 Punkt]

Nach dem Satz von Gaufl gilt:

Gesamtflu} = Fluf§ durch D + Fluf§ durch M = / div (z,y, z) d(z,y, 2)

K
Damit erhélt man fiir den Flufl durch die gewélbte Flache M

7-3—7-36 = —27-35.



