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Kapitel 1. Differentialrechnung mehrerer Variablen

1.1 Partielle Ableitungen
Im Folgenden sei

f(x1,...,Xn) eine skalare Funktion, die von n Variablen abhangt

Beispiel: Die Zustandsgleichung eines idealen Gases lautet pV = RT.

Jede der drei GroBen p (Druck), V' (Volumen) und T (Temperatur) 138t
sich als Funktion der anderen darstellen, wobei R die universelle
Gaskonstante ist.

RT

p = p(V,t)= v

R
V = V(p,T)=21

P
pV
r=TeVI="%
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1.1. Partielle Ableitungen

Definition: Sei D c R" offen, f : D - R, x° € D.

@ f(x) heiBt in x? nach x; partiell differenzierbar, falls der Grenzwert

of 0 = lim f(x? + te;) — £(x°)

OX; C 0 t
— im FOR x4+t x) — FOE, X0 xp)
N t—0 t

existiert, wobei e; den i—ten Einheitsvektor bezeichnet. Den Grenzwert nennt
man die partielle Ableitung von f(x) nach x; im Punkt x°.

@ Existieren fiir jeden Punkt x° die partiellen Ableitungen nach jeder Variablen

xi, i =1,...,n und sind diese stetige Funktionen, so nennt man f(x)
stetig partiell differenzierbar oder eine C*~Funktion.
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Beispiele.

@ Betrachte die Funktion
f(x1,x2) = X12 + X22

Fiir einen Punkt x € R? existieren beide partiellen Ableitungen und
diese sind auch stetig:

of
8X1

of

[ 0 —
8X2 (X ) 2X2

(XO) = 2X1,

Die Funktion ist also eine C1=Funktion.

@ Die Funktion
f(Xl,XQ) = X1 + |X2|

ist im Punkt x® = (0,0)7 partiell differenzierbar nach der Koordinate
x1, aber die partielle Ableitung nach x» existiert im Ursprung nicht!
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Konkretes technisches Beispiel.

Der Schalldruck einer eindimensionalen Schallwelle ist gegeben durch
p(x,t) = Asin(ax — wt)

Die partielle Ableitung
dp

— = aAcos(ax — wt)

Ox

beschreibt zu einer festen Zeit t die 6rtliche Anderungsrate des
Schalldrucks.

Die partielle Ableitung

op
ot

= —wA cos(ax — wt)

beschreibt fiir einen festen Ort x die zeitliche Anderung des Schalldruckes.
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Differentiationsregeln

@ Sind f, g partiell nach x; differenzierbar, «, 8 € R, so gelten die Regeln

- (ar00+ fel) = ap(x)+H5E(X)

T (10-800) = 2080 + 109 2
of og
: (f(X)) _ T fiir g(x) # 0
ox; \ g(x) g(x)2

@ Man verwendet alternativ die Bezeichnungen:
D;f(x%) oder f (x0)

fiir die partielle Ableitung von f(x) nach x; in x°
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Gradient und Nabla—Operator.

Definition: Sei f : D — R, D C R" offen, und partiell differenzierbar.
@ Man bezeichnet den Zeilenvektor

grad f(x°) := (aa—)fl(xo), e g—;(XO)>

als Gradient von f(x) in xY.

@ Weiterhin bezeichnet man den symbolischen Vektor
0 oN\T
vie (22
0x1 0xp,
als Nabla—Operator.

@ So bekommt man den Spaltenvektor

T
V(X)) = (S—L(XO), el 5):7 (x0)>
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Weitere Differentiationsregeln.

Seien f(x) und g(x) partiell differenzierbar. Dann gelten die folgenden
Differentiationsregeln:

grad (af + 8g) = «-gradf + (3 -gradg
grad(f-g) = g-gradf+f-gradg
f 1
grad (—) = —(g-gradf —f.gradg), g#0
g g
Beispiele:

@ Sei f(x,y) = e -siny. Dann gilt:
grad f(x,y) = (e -siny,e* - cosy) = e*(siny, cos y)

o Fir r(x) = [|xll2 = v/xZ - 1 gilt
X

X ..
grad r(x) = = fiir x # 0,
r(x)  [xl2
wobei x = (xi, ..., x,) Zeilenvektor.
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Partiell differenzierbar impliziert nicht Stetigkeit.

Beobachtung: Eine (nach allen Koordinaten) partiell differenzierbare
Funktion ist nicht notwendigerweise eine stetige Funktion.

Beispiel: Betrachte die Funktion f : R? — R definiert durch
i : fir (x,y) #0

flxy)i=q DT

0 : fir (x,y) =0

Die Funktion ist auf ganz R? partiell differenzierbar, und es gilt

£(0,0) = £,(0,0)=0
of B y X2y
x Y = GEiaE tpe iy N #A00)
of B X xy?
@(X,Y) B (X2—|—y2)2 _4(X2_|_y2)3’ (X,y)#(0,0)
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Beispiel (Fortsetzung).

Berechnung der partiellen Ableitungen im Ursprung (0,0):

t-0 0
of f(t,0) — £(0,0 24022
—(0,0) = jim (50 = F(0.0) _ (2 +0) =0
Ox t—0 t t
0-t 0
of __f(0,t) — £(0,0 2 4122
dy t—0 t t
Aber: Im Nullpunkt (0, 0) ist die Funktion nicht stetig, denn
11 z.1 % n?
lim f(=,=)= n'n_m_ D,
n— 0o n n (l.l_|_l.l) o 4
und somit gilt
lim  f(x, f(0,0) =0
L (x,y) # £(0,0)
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Beschrankheit der Ableitungen impliziert Stetigkeit.

Um die Stetigkeit einer partiell differenzierbaren Funktion zu garantieren,
bendtigt man zusatzliche Voraussetzungen an f.

Satz: Ist f : D — R, D C R” offen, in einer Umgebung von x® € D

partiell differenzierbar, und sind die partiellen Ableitungen R
Xi

i =1,...,n, dort beschrinkt, so ist f(x) stetig in x°.

Beachte: In unserem vorigem Beispiel sind die partiellen Ableitungen in
einer Umgebung der Null (0, 0) nicht beschrankt, denn es gilt

of y X2y

a(xa)’) T (2 1 y2)2 _4(x2+y2)3 fir (x,y) # (0,0)
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Beweis des Satzes.

Fiir [[x — x°||oc < &, € > 0 hinreichend klein, schreiben wir:
F(x) — F(xX°) = (FOx1,. - s Xae1, X0)—F (X105 o, Xn_1,X°))

+ (f(xl,...,x,,_l,xg)—f(xl,.. , Xp—2, X n 1, X n))

+ (FOa g, X)) = FOGs -+, x0))
Fiir jede Differenz auf der linken Seite, betrachten wir f als univariate Funktion:
g(xn) —g(x%) i= f(x1, .., Xo—1,Xn) — F(X1, .-+ Xp—1,X°)
Da f partiell differenzierbar, ist g differenzierbar und es gilt der Mittelwertsatz:
0y _ 7 0
g(xn) — &(xy) = &' (§n) (X0 — Xx5)

e - . - O
fiir ein geeignetes &, zwischen x, und Xx,.
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Beweis des Satzes (Fortsetzung).

Anwendung des Mittelwertsatzes auf jeden Term der rechten Seite ergibt somit

of
f(X)—f(XO) = 87(X1,---,Xn—17€n)'(Xn_XS)
of
+ 8X—_1(X17-- s Xn—2, §n—1, X ) (Xn 1_X0 1)
or
+ 8_X1(§1,X§,--- xp) - (= x7)

Mit der Beschrankheit der partiellen Ableitungen gilt
[F(x) = F(x)| < Gilxa = x¢| + -+ + Calxo — xp|
fiir ||x — x%|s < &, und damit ist f(x) stetig in x°, denn es gilt
f(x) — f(x°) fiir [|x — x°||oc = 0
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Hohere Ableitungen.

Definition: Eine skalare Funktion f(x) sei auf einer offenen Menge
D C R" partiell differenzierbar. Sind die partiellen Ableitungen erneut
partiell differenzierbar, so erhdlt man samtliche partiellen Ableitungen
zweiter Ordnung von f mit

o*f 0 [Of
Oxi0x; ~ Ox; \ Ox;

Beispiel: Partielle Ableitungen zweiter Ordnung einer Funktion f(x, y):

i 8(81‘) 0 8<8f) Pf  O°f

ox2  Ox \ Ox Oy Ox - dy \ Ox Ox0y’  0Oy?

Seien nun i1,..., ik € {1,...,n}. Dann definiert man rekursiv

o f 0 ok 1f
aX,'kaX,'k_1 ce (9X,'1 o 8X,'k 8x,-k_18x,-k_2 Ce 8X,'1
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Ableitungen hoherer Ordnung.

Definition: Die Funktion f(x) heiBt k—fach partiell differenzierbar, falls alle
Ableitungen der Ordnung k,

Ok f fiir alle i e {1 !
ur alle iq, ..., i ....n
8x,-k(9x,-k_1 ce aX,'l L Tk ’ ’ ’
auf D existieren.
Alternative Notationen:
Ok f
=D;D; ...D:f= .
8X,'k (9X,'k_1 e 8X,'1 e k-1 n Xig -« Xiy

Sind alle Ableitungen k—ter Ordnung stetig, so heiBt die Funktion f(x) k—fach
stetig partiell differenzierbar oder auch C*~Funktion auf D. Stetige Funktionen
f(x) nennt man auch C°-Funktionen.

n
- - . . . . . H . 8”7( .
Beispiel: Fiir die Funktion f(x1,...,x,) = Hlx,’ gilt 5 g =7

1=
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Partielle Ableitungen sind nicht beliebig vertauschbar.

ACHTUNG: Die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen
durchzufiihren sind, ist im Allgemeinen nicht beliebig vertauschbar!

Beispiel: Fiir die Funktion

f(x,y) =

berechnet man direkt

0
ny(0,0) = 8_)/(

0
f;/X(070) = &(

d.h. £,(0,0) # £,(0,0).
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fir (x,y) # (0,0)

fir (x,y) = (0,0)

of
a(0,0)> = -1
of

Analysis Il fiir Ingenieure

Vertauschbarkeitssatz von Schwarz.
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Satz: Ist f : D — R, D C R” offen, eine C>~Funktion, so gilt

P

anaX,'

fur alle i,j € {1,...,

Beweisidee:

(x1,.-.,Xn)

n}.

T Ox; Ox;

P

(x1,.-.,Xn)

Zweifache Anwendung des Mittelwertsatzes.

Folgerung:

Ist f(x) eine Ck—Funktion, so kann man die Reihenfolge der

Differentiationen zur Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur k—ten
Ordnung beliebig vertauschen!
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Beispiel zur Vertauschbarkeit partieller Ableitungen.

Berechne fiir die Funktion
f(x,y,z) = y*zsin(x?) + (cosh y + 17eX2)z2

die partielle Ableitung dritter Ordnung f,,.
Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen ist vertauschbar, da f € C3.

@ Differenziere zunichst nach z:

of
3, y?sin(x?) + 2z(cosh y + 17eX2)
z
@ Differenziere dann f, nach x (damit fallt cosh y raus):
_ O (a3 X2
foo = E™ ( sin(x”) 4+ 2z(cosh y + 17e )>

= 3x%y?cos(x?) + 68xze*
@ Fiir die partielle Ableitung von f,, nach y erhalten wir schlieBlich
foz = 6x%y cos(x?)
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Der Laplace—Operator.

Der Laplace—Operator ist definiert durch

n

82

A = >

0x:

i=1 !

Fiir eine skalare Funktion u(x) = u(xy, ..., x,) gilt somit
" 0%u
Au= W:uxlxl—i_"'—'_uxnxn

i=1 i

Beispiele fiir wichtige partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung:

1
Au — Sl = 0 (Wellengleichung)
1 . : :
Au — U = 0 (Warmeleitungsgleichung)
Au = 0 (Laplace—Gleichung oder Potentialgleichung)
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Vektorwertige Funktionen.

Definition: Sei f : D — R™, D C R" offen, f = (f,..., fm)T, eine
vektorwertige Funktion.

Die Funktion f heiBt partiell differenzierbar in x° € D, falls fiir alle
i=1,...,n die Grenzwerte
f f(x0 + te;) — F(x°
d (XO) — Iim (X + te ) (X )
OX; t—0 t

existieren. Die Berechnung erfolgt komponentenweise

of
8X,'
oF _ o
(x°) = : firi=1,...,n
o%; of,
m
8X,'
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Vektorfelder.

Definition: Fiir m = n nennt man die Funktion f : D — R" ein Vektorfeld
auf D. Ist jede Koordinatenfunktion f;(x) von f = (f1,...,f,)" eine
Ck—Funktion, so nennt man f ein Ck—Vektorfeld.

Beispiele fiir Vektorfelder:

e  Geschwindigkeitsfelder von stromenden Fliissigkeiten oder Gasen;
e elektromagnetische Felder;
e Temperaturgradienten in Festkorpern.

Definition: Fiir ein partiell differenzierbares Vektorfeld f : D — R”
definiert man die Divergenz in x € D durch

div f(x°) := Z g: (x)

oder

divf(x) = V'f(x) = (V, f(x))
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Rechenregeln und Rotation.

Es gelten die folgenden Rechenregeln:
div(af+5g) = adivf+ gdivg firf,g: D — R"
div(ip-f) = (Vo,f)+edivf fire: D —R,f: D —R"
Bemerkung: Ist f : D — R eine C>~Funktion, so gilt fiir den

Laplace—Operator
Af =div(Vf)

Definition: Fiir ein partiell differenzierbares Vektorfeld im R3 f: D — R3,
D c R3 offen, definiert man die Rotation durch

ot f(0) — (Of _ 0 OR 0f Oh OR\'
© o 8XQ 8X37fbg quﬁ 8X1 aXQ

x0
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Alternativ Notationen und weitere Rechenregeln.

e S]9) e3

ot f(x) =V xf(x) = | 5= 2% =

h fh K

Bemerkung: Es gelten die folgenden Rechenregeln:
rot(af+5g) = a«rotf+ frotg
rot(p-f) = (Vo) xf+protf
Bemerkung: Ist o : D — R, D C R3, eine C>~Funktion, so folgt
rot (V) =0,

mit dem Vertauschbarkeitssatz von Schwarz, d.h. Gradientenfelder sind stets
rotationsfrei.
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Kapitel 1. Differentialrechnung mehrerer Variablen

1.2 Das vollstandige Differential

Definition: Sei D C R" offen, x® € D und f: D — R™. Die Funktion f(x)
heiBt differenzierbar in x° (oder vollstindig differenzierbar bzw. total
differenzierbar in xg), falls es eine lineare Abbildung

I(x,x%) := A - (x — x°%)
mit einer Matrix A € R™*" gibt, fiir die die Approximationseigenschaft

f(x) = f(x°) + A+ (x = x”) + o([[x — x°||)

gilt, d.h.
£(x) — F(x%) — A - (x — x°
i fX) = F(x7) (x=x7) _
x—x0 HX — x0 H
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Das vollstandige Differential und die Jacobi—Matrix.

Bezeichnungen: Man nennt die lineare Abbildung | das vollstandige
Differential oder das totale Differential von f(x) im Punkt x°, und man
bezeichnet | mit df(x?).

Die zugehorige Matrix A heiBt Jacobi—Matrix oder Funktionalmatrix von
f(x) im Punkt x° und wird mit J f(x%) (manchmal auch mit Df(x°) oder
f'(x°)) bezeichnet.

Bemerkung: Fiir m = n = 1 erhalten wir die bekannte Beziehung
f(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0) + o(|x — xo)
fiir die Ableitung '(xp) im Punkt xp.

Bemerkung: Im Fall einer skalaren Funktion (m = 1) ist A = a ein
Zeilenvektor und a(x — x°) ein Skalarprodukt (a”, x — x°).
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Vollstandige und partielle Differenzierbarkeit.

Satz: Sei f: D — R™, x% ¢ D c R", D offen.
a) Ist f(x) in x¥ differenzierbar, so ist f(x) auch stetig in xV.

b) Ist f(x) in x° differenzierbar, so ist das (vollstindige) Differential und
damit auch die Jacobi—-Matrix eindeutig bestimmt und es gilt

9k L0 Oh (0 Dfy(x°)
o (x°) ... . (x°)
JF(x%) = 5 5 =
Ofm Of,
Ixt x°) ... Ox, (x°) Dfm(x°)

c) Ist f(x) eine C1~Funktion auf D, so ist f(x) auf D differenzierbar.
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Beweis von a).

Ist f in x¥ differenzierbar, so gilt nach Definition

i f(x) — f(x°) — A - (x — xY) _0

x—x0 HX — XOH

Daraus folgt aber

lim ||f(x) — f(x°) — A - (x —x%)|| =0

x—x0
und wir erhalten

If(x) = FO) < 1If(x) = F(x°) = A~ (x = x°) | + [|A - (x = x)]|

— 0 fiir x — x°

Damit ist die Funktion f stetig im Punkt x°.
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Beweis von b).

Sei x = x" + te;, |t| <&, i€ {l,...,n}. Dafim Punkt x° differenzierbar
ist, folgt

m f(x) — f(x°) — A - (x —xY) _0

x—x0 HX—XOHOO
Wir schreiben nun

f(x) —f(x%) —A-(x—x°  f(x"+te;) — f(x°) tAe;
Ix = %o t] t]
t f(x° 4+t i) —f 0
— m.((eret) (X)—Ae,-)

— 0 furt — 0

Daraus folgt
f(x° + te;) — f(xY)

lim = Ae; I=1,...,n
t—0 t
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Beispiele.

@ Betrachte die skalare Funktion f(x1,x) = x;€22. Dann lautet die
Jacobi—Matrix:

Jf(Xl,XQ) = Df(Xl,XQ) = 62X2(1,2X1)

@ Betrachte die Funktion f : R3 — R2 definiert durch

f( ) X1X2X3
X1,X2,X3) =
sin(x1 + 2x + 3X3)

Die Jacobi—Matrix ergibt sich in der Form

o 0fi Oh

Ox1 Oxo 0Ox3 X2 X3 X1X3 X1 X2
Jf(X17X27X3) — —

ot of 0b cos(s) 2cos(s) 3cos(s)

8X1 @XQ aX3

wobei s = x1 + 2x> + 3x3.
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Weitere Beispiele.

@ Sei f(x) = Ax, A € R™*" und x € R". Dann gilt
Jf(x) = A fir alle x € R"

o Sei f(x) = x"Ax = (x,Ax), A € R™" und x € R".
Dann gilt

of

a_X,' = {e,-, AX> —+ <X, Ae,-}

e/ Ax + x" Ae;
= x" (AT + A)e;

Daraus folgt
Jf(x) = gradf(x) = x" (AT + A)
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Differentiationsregeln.

Satz:

a) Linearitat: Sind f,g : D — R"™ differenzierbar in x% € D, D offen, so ist
auch af(x%) + B g(x%), a, 8 € R, differenzierbar in x° und es gilt

d(of + 5g)(x°) = adf(x’)+ 3dg(x’)
Jaf +8g)(x°) = aIf(x’)+ B Jg(x°)
b) Kettenregel: Ist f : D — R™ differenzierbar in x° € D, D offen, und ist

g : E — RX differenzierbar in y° = f(x°) € E C R™, E offen, soist go f
ebenfalls in x° differenzierbar.

Fiir die Differentiale gilt

d(g o f)(x°) = dg(y°) o df(x°)

und analog fiir die Jacobi—Matrizen
J(g o F)(x°) = Jg(y°) - IF(x°)
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Beispiel zur Kettenregel.

Sei h:/ — R", | C R Intervall, eine in ty € | differenzierbare Kurve mit
Werten in D C R”, D offen, und f : D — R eine in x° = h(t)
differenzierbare skalare Funktion.

Dann ist auch die Hintereinanderausfiihrung

(f oh)(t) = f(h1(t),..., hy(t))

in to differenzierbar, und fiir die Ableitung gilt:
(foh)(ty) = Jf(h(t)) - Jh(to)

= gradf(h(ty)) - h'(to)

— Z (9Xk (h to) h?((to)
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Richtungsableitungen.

Definition: Sei f : D - R, D C R" offen, x° € D, und v € R \ {0} ein
Vektor. Dann heif3t

D, f(x°) := lim O + tv) — F(x7)

t—0 t

die Richtungsableitung (Gateaux—Ableitung) von f(x) in Richtung v.

Beispiel: Sei f(x,y) = x>+ y? und v = (1,1)". Dann gilt fiir die
Richtungsableitung in Richtung v:

(x+ )+ (y + t)> — x> — y2

0ux) = I t
i Oxt + t2 + 2yt + t2
= |im
t—0 t
= 2(x+y)
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Bemerkungen.

@ Fiir v = e; ist die Richtungsableitung in Richtung v gegeben durch die
partielle Ableitung nach der Koordinatenrichtung x;:

Dy F(x’) = 2-(x)

@ Ist v ein Einheitsvektor, also ||v|| = 1, so beschreibt die Richtungsableitung
D, f(x°) den Anstieg (bzw. die Steigung) von f(x) in Richtung v.

@ Ist f(x) in x° differenzierbar, so existieren simtliche Richtungsableitungen
von f(x) in x° und mit h(t) = x° + tv gilt

D, f(x°) = %(f o h)|t—o = grad f(x°) - v

Dies folgt unmittelbar aus der Anwendung der Kettenregel.
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Eigenschaften des Gradienten.

Satz: Sei f : D — R, D C R” offen, in x° € D differenzierbar. Dann gilt

a) Der Gradientenvektor grad f(x°) € R" steht senkrecht auf der Niveaumenge
Ny = {x € D|f(x) = f(x°)}

Im Fall n =2 nennt man die Niveaumengen auch Hohenlinien, im Fall n =3
heiBen die Niveaumengen auch Aquipotentialflachen.

2) Der Gradient grad f(x°) gibt die Richtung des steilsten Anstiegs von f(x) in
x% an.

Beweisidee:
a) Anwendung der Kettenregel.

b) Fiir beliebige Richtung v gilt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
Dy £(x°)| = |(grad f(x°), v)| < [grad f(x°)]|2
Gleichheit wird fiir v = grad f(x°)/||grad f(x°)||> angenommen.
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Krummlinige Koordinaten.

Definition: Sei & : U — V, U,V C R" offen, eine Cl—AbbiIdung, fur die
die Jacobimatrix J®(u®) an jeder Stelle u® € U regulr ist.

Weiterhin existiere die Umkehrabbildung @~ : V — U und diese sei
ebenfalls eine C1-Abbildung.

Dann definiert x = ®(u) eine Koordinatentransformation von den
Koordinaten u auf x.

Beispiel: Betrachte fiir n = 2 die Polarkoordinaten u = (r, ) mit r > 0
und —7 < ¢ < 7 und setze

X = rcosy
y = rsing

mit den kartesischen Koordinaten x = (x, y).
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Umrechnung der partiellen Ableitungen.

Fiir alle u € U mit x = ®(u) gelten die Relationen
¢~ (P(u)) = u

JOo~ (x)-Jo(u) = 1,  (Kettenregel)

107 (x) = (Jo(u)

Sei nun f : V — R eine gegebene Funktion und setze

f(u) := F((u))

Dann folgt aus der Kettenregel:

Of 00, .
8u, Z 8xj ou; Zg 8XJ

mit
ghi= 52, Glu) = (¢) = (Jo(u)T
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Notationen.

Wir verwenden die abkiirzende Schreibweise

. .0

dui Zguﬁ_xj'

J=1

Analog lassen sich die partiellen Ableitungen nach x; durch die partiellen
Ableitungen nach u; ausdriicken mit

wobei

) . 0
o5 = 2815y
j=1

(gi) =(g")T=Uo)" T =1o

Man erhilt diese Beziehungen durch Anwendung der Kettenregel auf ®—1.
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Beispiel: Polarkoordinaten.
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Wir betrachten die Polarkoordinaten

Dann berechnet man

Jo(u) = ( cosp —rsing )

singp  rcosg

und damit

COS

(") =

—rsinp

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH)
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r Cos
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CoS

sin

1
——sin
PR

1
— COS
r
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Partielle Ableitungen fiir die Polarkoordinaten.

Fiir die Umrechnung der partiellen Ableitungen bekommt man nun

ox Por T (pagp
dy Por (’Oﬁgo

Beispiel: Umrechnung des Laplace—Operator auf Polarkoordinaten

0? 0? in(2 0? inp 02 in(2p) 0 in¢ 0
LG ~ sin(2yp) L st N sin(2¢) LSt 9
Ox? or? r 0rdy re  0p? r2 Oy roor
0? _ 0% sin(2p) 02 cos?p 0%  sin(2p) & cos?p O
LA (2¢) N 290 - (290) L Cos"p O
Ay or r  0rdp re Oy re Oy r or
A _ 62+82_(‘92+1 a2+1a
Ox2  0y? 0r2  r2 99?2 r Or
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Beispiel: Kugelkoordinaten.
Wir betrachten die Kugelkoordinaten
r cos ¢ cos 6
x=®(u)=| rsinpcosb
rsinf

Die Jacobi—Matrix ist dann gegeben durch:
cospcos) —rsinpcosf —rcospsinf

J®(u)=| sinpcosf rcospcosf —rsinpsind

sin 6 0 rcosf
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Partielle Ableitungen fiir die Kugelkoordinaten.

Fiir die Umrechnung der partiellen Ableitungen bekommt man nun

9 cos ¢ cosf 0 sinp_ 0 L cos i sin 6
J— — - = | R
Ox 7 Or rcosf Op r 1 00
0 0 cosp 0 1 0
— = sinp cosf — + — — —sinp sinf —
Oy v Or rcos@ Op r 7 00
0 0o 1 0
— = sinf — + — cosf —
0z or r 06
Beispiel: Umrechnung des Laplace—Operators auf Kugelkoordinaten
A—82+ 1 0? +i8_2+gg_tan92
~0r2 " r2cos20 0p?2  r2 902 ' r Or r’ 00
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Kapitel 1. Differentialrechnung mehrerer Variablen

1.3 Mittelwertsdtze und Taylor—Entwicklungen

Satz (Mittelwertsatz): Sei f : D — R eine auf einer offenen Menge D C R”
differenzierbare, skalare Funktion. Weiterhin seien a,b € D Punkte in D, so dass
die Verbindungsstrecke

[a,b] :={a+t(b—a)|t€[0,1]}
ganz in D liegt. Dann gibt es eine Zahl € (0,1) mit
f(b) —f(a) =gradf(a+6(b—a))-(b—a)

Beweis: Wir setzen
h(t) .= f(a+ t(b —a))

Aus dem Mittelwertsatz fiir eine Veranderliche folgt dann mit der Kettenregel
f(b) —f(a) = h(1)—h(0)=H(0) (1-0)
= gradf(a+6(b—a))-(b—a)

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis Ill fiir Ingenieure 44 /182



Definition und Beispiel.

Definition: Gilt die Bedingung [a,b] C D fiir alle Punkte a,b € D, so
heiBt die Menge D konvex.

Beispiel zum Mittelwertsatz: Gegeben sei die skalare Funktion
f(x,y) :=cosx+siny
Offensichtlich gilt
f(0,0) =f(r/2,7/2)=1 = f(x/2,7/2)—f(0,0)=0
Nach dem Mittelwertsatz existiert ein 6 € (0,1) mit

SEIER

In der Tat gilt diese Beziehung fiir 6 = %
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Mittelwertsatz gilt nur fiir skalare Funktionen.

Beachte: Der Mittelwertsatz fiir mehrere Variablen gilt nur fiir skalare
Funktionen, aber i.A. nicht fiir vektorwertige Funktionen!

Beispiel: Betrachte die vektorwertige Funktion

f(t) = ( cost ) . telo,n/2]

sint

f(w/2)—f(0):<(1))‘<(1)):<_1)

L (AT ™ 7T —sin(fm/2)
f (0 5) ' (E _0) 2 ( cos(6/2) )

ABER: Die Vektoren auf der rechten Seite haben die Lingen v/2 bzw. 7/2 |

Nun gilt

und
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Der Mittelwert—Abschatzungssatz fiir vektorwertige
Funktionen.

Satz: Die Funktion f : D — R™ sei differenzierbar auf der offenen Menge
D C R". Weiterhin seien a,b Punkte in D mit [a,b] C D. Dann gibt es ein
6 € (0,1) mit

If(b) — f(a)]2 < [Jf(a+6(b—a))-(b—a)2

Beweisidee: Anwendung des Mittelwertsatzes auf die skalare Funktion g(x)
definiert durch

g(x) := (f(b) — f(a))"f(x) (Skalarprodukt!)
Bemerkung: Eine andere (abgeschwachte) Form der Mittelwert—Abschatzung ist

If(b) —f(a)ll < sup [JF(E))]-[[(b—a)

¢€la,b]
wobei || - || eine beliebige Vektor— bzw. zugehdrige Matrixnorm ist.
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Taylor—Entwicklungen: Notationen.

Zunachst definieren wir einen Multiindex o € Ny als
a:=(ag,...,an) €Nj
Weiterhin sei
la| :=a1+ -+ ap al = ayl- -

Ist f : D — R |a|-mal stetig differenzierbar, so setzen wir

o] £
D* = DI D3?...Dyr = 0

Ox{t ... 0xp"™’

wobei D" = D; ... D; und wir schreiben
—_——
a;—mal

XY = XXX fiirx = (x1,...,x) € R".
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Der Satz von Taylor.

Satz: (Satz von Taylor)

Sei D C R" offen und konvex, f : D — R eine C™*1—Funktion und sei
xo € D. Dann gilt fiir x € D die Taylor—Entwicklung

f(x) = Tmn(x;x0)+ Rm(x;x0)
Tm(x;x9) = Z %(Ixo)(x—xo)a
la|<m '
R e
|a|=m+1 '

mit einem geeigneten 6 € (0, 1).

Bezeichnung: In der obigen Taylor—Entwicklung heiBt T,,(x;xo) Taylor—Polynom
m—ten Grades und R,,(X;Xg) wird als Lagrange—Restglied bezeichnet.
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Herleitung der Taylorschen Formel.

Wir definieren eine skalare Funktion einer Variablen t € [0, 1] als

g(t) := f(xo + t(x — xp))

und berechnen die Taylor—Entwicklung um t = 0. Es gilt:

£(1) = &(0) + £'(0) - (1~ 0) + 5¢"(€) - (1-0)° fiirein £ € (0,1).

Die Berechnung von g’(0) liefert mit der Kettenregel

d
g1(0) = SFOR+ tha —x0), 08+ tho D), . x0+ t(xy — )

— le(Xo)'(Xl—Xi))+...+an(X0)'(Xn_Xr?)

= ST )

| =1

t=0
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Fortsetzung der Herleitung.

Berechnung von g”’(0) liefert

g"(0)

d2 d : 0 0 0
Sflo+tx—x))| == ; Dif(x° + t(x — x°))(x¢ — x7)
D11 f(x0)(x1 = x¢)? + Darf (x0)(x1 — 1) (x2 — x3)

o Dif(xo)(xi — xP)(x — X)) + ...+

+Dn_1’nf(x0)(xn_1 - Xr?—l)(xn - Xr?) + Dinf (%0)(Xn — XS)Q)

D*f
Z ('xo) (x — xg)® (Vertauschungssatz von Schwarz!)
al
|a|=2

Nun: Beweis der Taylor—Formel mittels vollstandiger Induktion!
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Beweis des Satzes von Taylor.

t=0
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Die Funktion

g(t) == f(x° + t(x — x°))

ist (m + 1)-mal stetig differenzierbar, und es gilt

m g (k) (m+1)
g(1) = Z g kI(O) + g&m_'_ 1()9|) fir ein 6 € [0, 1].
el !

Weiterhin gilt (per Induktion iiber k)

und

(k) o f(x
g (O):ZDZS O)(X_XO)a

k!
|a|=k

gmg) Z Df(x% + 6(x — x%)) (x —x0)°

| |
(m+1)! Wit al
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Beispiel zur Taylor—Entwicklung.

© Berechne das Taylor—Polynom T»(x; xg) zweiten Grades der Funktion
f(x,y,z) = xy?® sinz
zum Entwicklungspunkt (x,y,z) = (1,2,0)7.

@ Die Berechnung von Ty(x; xg) bendtigt die partiellen Ableitungen bis
zur zweiten Ordnung.

© Diese Ableitungen miissen am Punkt (x,y,z) = (1,2,0)7
ausgewertet werden.

© Als Ergebnis erhidlt man T(x; xg) in der Form
To(x;x0) = 4z(x +y — 2)
© Berechnung auf Folie.
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Bemerkung zum Restglied eines Taylor—Polynoms.

Bemerkung: Das Restglied eine Taylor—Polynoms enthalt alle partiellen
Ableitungen der Ordnung (m + 1):

Rm(x;xo) _ Z Daf(XO +(9(X—XO)) (X—Xo)a

ol
|a|=m+1

Sind all diese Ableitungen in der Ndhe von xg durch eine Konstante C
beschrankt, so gilt die Restgliedabschatzung

m-+1

. _ m+1
xxo) < gy €%l

| Rim

Fiir die Approximationsgiite des Taylor—Polynoms einer C™*1-Funktion folgt
daher
f(x) = Tm(x;x0) + O (||x — xo™*1)

Spezialfall m = 1: Fiir eine C2>~Funktion f(x) bekommt man
f(x) = F(x°) + grad £(x°) - (x — x°) + O(||x — x°||?).
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Die Hesse—Matrix.

Man nennt die Matrix
fexi (X0) -+ Fgx, (X0)
Hf(xg) :=
s (X0) -+ Fox,(X0)

die Hesse—-Matrix von f(x) im Punkt xo.

Hesse—Matrix = Jacobi—Matrix des Gradienten V£

Die Taylor—Entwicklung einer C3—Funktion lautet daher

1
f(x) = f(xo) + grad f(xo)(x — xq) + E(X —x0) THf (x0)(x — xg) + O(||x — xo]|®)
Die Hesse—Matrix einer C>~Funktion ist symmetrisch.
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Kapitel 2. Anwendungen der Differentialrechnung mehrerer
Variablen

2.1 Extrema von Funktionen mehrerer Veranderlichen

Definition: Sei f : D — R, D C R”, und x° € D. Dann hat f(x) in x°
@ ein globales Maximum, falls f(x) < f(x°) fiir alle x € D.
@ ein strenges globales Maximum, falls f(x) < f(x) fiir alle x € D.

@ ein lokales Maximum, falls es ein € > 0 gibt mit

f(x) < F(x°) fiir alle x € D mit ||x — x°|| < e.

@ ein strenges lokales Maximum, falls es ein £ > 0 gibt mit

f(x) < F(x°) fiir alle x € D mit ||x — x°|| < e.

Analoge Definitionen fiir Minima.
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Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema.

Satz: Besitzt eine C!—Funktion f(x) in einem Punkt x° € DO ein lokales
Extremum (Minimum oder Maximum), so gilt

grad f(x°) = 0 € R”
Beweis: Fiir ein beliebiges v € R", v =£ 0 ist die Funktion
o(t) :== F(x° + tv)

in einer Umgebung von t° = 0 stetig differenzierbar.
Weiterhin hat o(t) bei t° = 0 ein lokales Extremum. Damit folgt:

¢'(0) = grad f(x®)v =0
Da dies fiir alle v ## 0 gilt, folgt die Bedingung:
grad f(x°) = (0,...,0)"
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Bemerkungen zu lokalen Extremwerten.

Bemerkungen:

@ Die Bedingung grad f(x%) = 0 liefert gewdhnlich ein nichtlineares
Gleichungssystem zur Berechnung von x = x° mit n Gleichungen und n
Unbekannten.

@ Die Punkte x° € D° mit grad f(x°) = 0 nennt man stationire Punkte von
f(x). Stationdre Punkte sind nicht notwendigerweise lokale Extremwerte.
Zum Beispiel besitzt die Funktion

fx,y) =x"—y*
den Gradienten

grad f(Xa .y) = 2(X7 _y)

und hat daher nur einen stationiren Punkt x° = (0,0)7. Der Punkt x° ist
jedoch ein Sattelpunkt von £, d.h. in jeder Umgebung von x° gibt es zwei

Punkte x! und x2 mit
f(xl) < f(xo) < f(xz).
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Klassifikation stationarer Punkte.

Satz: Sei f(x) eine C?>~Funktion auf DY und x" € DP ein stationirer
Punkt von f(x), d.h. grad f(x°) = 0.

a) Notwendige Bedingung

Ist x° ein lokales Extremum von f(x), so gilt:

x? lokales Minimum = H f(x°) positiv semidefinit

x lokales Maximum = H f(x°) negativ semidefinit

b) Hinreichende Bedingung

Ist H £(x°) positiv definit (bzw. negativ definit), so ist x° ein strenges
lokales Minimum (bzw. Maximum) von f(x).

Ist H f(xo) indefinit, so ist x° ein Sattelpunkt, d.h. es gibt in jeder
Umgebung von x° Punkte x! und x? mit f(x!) < f(x°) < f(x?).
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Beweis des Satzes, Teil a).

Sei x° ein lokales Minimum. Fiir v # 0 und € > 0 hinreichend klein folgt aus der
Taylor—Formel

FOXO + 2v) — F(x0) = %(sv)TH F(x0 + fev)(ev) > 0 (1)

mit 6 = 0(e,v) € (0,1).

Der Gradient in der Taylorentwicklung verschwindet, grad f(x°) = 0, denn x? ist
stationar.

Aus (1) folgt
v Hf(x% + fev)v > 0 (2)

Da f(x) eine C?>~Funktion ist, ist die Hesse-Matrix eine stetige Abbildung. Im
Grenzwert € — 0 folgt daher aus (2),

v Hf(x%v >0
d.h. H f(x%) ist positiv semidefinit.
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Beweis des Satzes, Teil b).

Ist H £(x°) positiv definit, so ist H f(x) ebenfalls in einer hinreichend kleinen
Umgebung x € K.(x°) € D um x° positiv definit. Dies folgt aus der Stetigkeit der
zweiten partiellen Ableitungen.

Fiir x € K.(x°%), x # x° gilt damit

)~ FOO) = 5= THAR +00x —x))(x — )

> 0

mit 6 € (0,1), d.h. f(x) hat in x° ein strenges lokales Minimum.

Ist H f(x°) indefinit, so existieren zu Eigenwerten von H f(x°) mit verschiedenen
Vorzeichen gewisse Eigenvektoren v, w mit

v Hf(x°)v > 0 w Hf(xX®)w <0
und somit ist x? ein Sattelpunkt.
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Bemerkungen.

@ Ein stationirer Punkt x° mit det Hf (x°) = 0 heiBt ausgeartet. Die
Hesse—Matrix besitzt dann den Eigenwert A = 0.

@ Ist x° nicht ausgeartet, so gibt es 3 Fille fiir die Eigenwerte von Hf (x°):
alle EW sind strikt positiv. = x° ist strenges lokales Minimum
alle EW sind strikt negativ. = x° ist strenges lokales Maximum

es gibt strikt pos. und neg. EW = x° Sattelpunkt

@ Die folgenden Implikationen gelten (aber fiir keine die Umkehrung)

x% lokales Minimum < x0 strenges lokales Minimum
U fr
Hf(x°) positiv semidefinit <« Hf (x°) positiv definit
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Weitere Bemerkung.

@ Ist f(x) eine C3—Funktion, x° ein stationdrer Punkt von f(x)
und Hf (x°) positiv definit, so gilt die Abschitzung:

(x — xO)T Hf(xo) (x — xO) > Amin - ||x — xOH2
wobei A, den kleinsten Eigenwert der Hesse—-Matrix bezeichnet.

Nach dem Satz von Taylor gilt dann:

1
f(x)— f(x°) > 5 Aminl[X — x°||2 + Rs3(x; x°)

>\min
> Ix= P (252 - clx -7

mit einer geeigneten Konstanten C > 0.

Um x° wichst f(x) somit mindestens quadratisch mit dem Abstand von x°.
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Beispiel.

Wir betrachten die Funktion
f(x,y) = y*(x = 1)+ x*(x + 1)
und suchen die stationaren Punkte:
grad f(x,y) = (y* + x(3x +2),2y(x — 1))
Die Bedingung grad f(x, y) = 0 liefert die beiden stationdren Punkte
xX*=(0,00" und x'=(-2/3,0)7.

Die jeweiligen Hesse—Matrizen von f an den Stellen x° und x! lauten

Hf (x°) = ( (2) _8 ) und  Hf(x') = ( _(2) —1%/3 )

Die Matrix Hf (x?) ist indefinit, also ist x° ein Sattelpunkt, Hf (x!) ist negativ
definit, somit ist x! ein strenges lokales Maximum von f(x).
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Kapitel 2. Anwendungen der Differentialrechnung mehrerer
Variablen

2.2 Implizit definierte Funktionen

Ziel: Untersuche die Losungsmengen von nichtlinearen
Gleichungssystemen der Form

g(x) =0

mitg: D — R™, D C R", d.h. wir betrachten m Gleichungen fiir n
Unbekannte mit
m < n.

Also: Es gibt weniger Gleichungen als Unbekannte.

Man nennt dann das Gleichungssystem unterbestimmt und die
Losungsmenge G C R" enthalt gewohnlich unendlich viele Punkte.
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Auflosbarkeit von (nichtlinearen) Gleichungen.

Frage: Kann man das System g(x) = 0 nach bestimmten Unbekannten, zum

Beispiel den letzten m Variablen x,_ 41, ..., x, auflosen?
Mit anderen Worten: Existiert eine Funktion f(xq, ..., Xx,—n) mit
T
g(x) =0 <= (Xp—ms1,---,Xn) =F(x1,.-es Xn—m)

Terminologie: " Auflésen” bedeutet also die letzten m Variablen durch die ersten
n — m Variablen zu beschreiben.

Weitere Frage: Nach welchen m Variablen l3sst sich das Gleichungssystem
auflésen? Ist die Auflésung global auf dem Definitionsbereich D méglich oder nur
lokal auf einer Teilmenge D C D?

Geometrische Interpretation: Die Lésungsmenge G von g(x) = 0 lasst sich
(zumindest lokal) als Graph einer Funktion f : R"=™ — R™ darstellen.
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Beispiel.

Die Kreisgleichung
glx,y)=x>4+y*—r*=0 mit r > 0

definiert ein unterbestimmtes nichtlineares Gleichungssystem, denn wir
haben zwei Unbekannte (x, y), aber nur eine Gleichung.

Die Kreisgleichung lasst sich lokal auflosen und definiert dabei die
folgenden vier Funktionen:

y = Vr2—x2, —r<x<r

y = —\Vr2—x2, —r<x<r
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Beispiel.

Sei g(x) eine affin—lineare Funktion, d.h. g hat die Form
g(x)=Cx+b firCeR™" beR™
Wir spalten die Variablen x in zwei Vektoren auf
x(1) — (x1, .- ,x,,_m)T cR"™™ und x® = (Xn—m+1, - - - ,X,,)T cR”
Aufspaltung der Matrix C = [B, A] ergibt die Darstellung
g(x) = Bx(Y) + Ax(® 4+ b

mit B € RMx(n—=m) A c Rmxm

Das Gleichungssystem g(x) = 0 ist genau dann nach den Variablen x(?)
(eindeutig) auflosbar, falls A regular ist:

gx)=0 «— x@® =—_A"1BxM +b)=rfxD)
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Fortsetzung des Beispiels.

Frage: Wie kann man die Matrix A in Abhangigkeit von g schreiben?

Aus der Darstellung
g(x) = Bx) + Ax(?) + b

erkennt man direkt, dass

8
x(1) x(2)

gilt, d.h. A ist die Jacobi—Matrix der Abbildung
x(2) g(x(l),x(Q))
fiir festes x(1)1

Fazit: Auflosbarkeit ist somit gegeben, falls die Jacobi—Matrix regular ist.
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Satz iiber implizite Funktionen.

Satz: Sei g : D — R™ eine C*-Funktion, D C R" offen. Die Variablen in D seien
(x,y) mit x € R"~™ und y € R™. Der Punkt (x°,y°) € D sei eine Lésung von
g(x°,y%) =0.

Falls die Jacobi—Matrix

0 0
%8(x0,y0) ... DE(x0y0)
08 (0 y°) = : :
ay ’ . .
ogm 0gm
o (x%y%) o B (x0y0)

regular ist, so gibt es Umgebungen U von x° und V von y°, U x V C D und eine
eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Funktion f : U — V mit

f(x°) =y° und g(x,f(x))=0 firallexec U

60 = (Boero)  (Bexso)
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und



Beispiel.

Fiir die Kreisgleichung g(x,y) = x2 + y?> — r?> = 0, r > 0 findet man im
Punkt (x%, y%) = (0, r)

g B g B
a(o,r)—o, 8—y(0,r)—2r750

Man kann also in einer Umgebung von (0, r) die Kreisgleichung nach y
auflosen:

Die Ableitung f’(x) kann man durch implizite Diffentiation berechnen:

g, y(x)) =0 = gx, y(x)) +g/(x,y(x))y'(x) =0
Also
2x +2y(x)y'(x) =0 = y(x)=f(x)=———
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Ein weiteres Beispiel.

Betrachte die Gleichung g(x,y) =& +3y + x> -1 =0.

Es gilt

0
a—g(x,y):ey_x+3>0 fir alle x € R.
y

Die Gleichung ist also fiir jedes x € R nach y =: f(x) auflésbar und f(x) ist eine
stetig differenzierbare Funktion. Implizite Differentiation liefert

&% — 2x

ey_x(y/—1)+3y/-|—2X=0 — y/:m

Erneute Differentiation liefert

2+ &y — 1)
e’ +3

ey_Xy" + ey—x(y/ . 1)2 + 3)/” +2=0 — y/ —

Aber: Explizites Auflésen nach y (mit Hilfe elementarer Funktionen) ist in diesem
Fall nicht moglich!
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Allgemeine Bemerkung.

Implizites Differenzieren einer durch
dg
=0, —#0
g(x,y) =0, Dy 7

implizit definierten Funktion y = f(x), mit x,y € R, ergibt

8x
flix) = —==
(x) S
gxxg2 - 2gxygxgy + gyygf
f//(X) - _ Y

&
Daher ist der Punkt x° ein stationidrer Punkt von f(x), falls gilt
g(x",y%) = g(x",y°) =0 und g, (x°,y°) #0

Weiter ist x° ein lokales Maximum (bzw. Minimum), falls

0 0 0 0
gXX(XO 7)/0) <0 ( bzw. gXX(XO ,yo) < 0)
gy (x%, y0) gy (x%, y9)
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Implizite Darstellung ebener Kurven.

Betrachte die Losungsmenge einer skalaren Gleichungen

g(X>Y) =0

Falls gilt
gradg = (gx,8y) # 0

so definiert g(x, y) lokal eine Funktion y = f(x) oder x = f(y).

Definition: Ein Lésungspunkt (x°, y9) der Gleichung g(x, y) = 0 mit
o grad g(x%, y°) # 0 heiBt regulirer Punkt,
e grad g(x%, y¥) = 0 heiBt singulidrer Punkt.

Beispiel: Betrachte wieder die Kreisgleichung
g(x,y)=x*+y>—r=0 mitr>0.

Auf der Kreislinie liegen keine singularen Punkte!
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Horizontale und vertikale Tangenten.

Bemerkung:

a) Gilt fiir einen reguliren Punkt (x°, y?)

g(*) =0 und g(x°)#0
so besitzt die Losungskurve eine horizontale Tangente in x°.

b) Gilt fiir einen regulidren Punkt (x°,y?)

g(x®)#0 und g,(x°) =0
so besitzt die Losungskurve eine vertikale Tangente in x°.

c) Ist x° ein singulirer Punkt, so wird die Lésungsmenge bei x° “in zweiter
Naherung” durch folgende quadratische Gleichung approximiert.

8o (X)) (x = x°)? + 285, (x°) (x = x°)(y = ¥°) + g, )y —»°)* =0
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Bemerkungen.

Wegen c) erhalt man fiir g., gy, &y, # O:
det Hg(xo) >0 : x?ist ein isolierter Punkt der Lésungsmenge
detHg(x’) <0 : x%ist ein Doppelpunkt
det Hg(x’) =0 : x%ist ein Riickkehrpunkt bzw. eine Spitze

Geometrische Interpretation:

a) Gilt detHg(x%) > 0, so sind beide Eigenwerte von Hg(x%) entweder strikt
positiv oder strikt negativ, d.h. x0 ist ein strenges lokales Minimum oder
Maximum von g(x).

b) Gilt det Hg(x%) < 0, so haben die beiden Eigenwerte von Hg(x°) ein
unterschiedliches Vorzeichen, d.h. x° ist ein Sattelpunkt von g(x).

c) Gilt detHg(x%) = 0, so ist der stationire Punkt x° von g(x) ausgeartet.
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Beispiel 1.

Betrachte den singuldren Punkt x° = 0 der impliziten Gleichung
g(x,y) =y (x 1) + x*(x —=2) =0

Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:

g = y*+43x*—4x
g = 2y(x—1)

&x = bx—4

8y = 2y

gy = 2(x—1)

Hg(0) = (‘3 _8)

Also ist x° = 0 ein isolierter Punkt.
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Beispiel 2.

Betrachte den singuldren Punkt x° = 0 der impliziten Gleichung
gx.y) =y (x = 1)+ x*(x +¢°) =0

Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:

g = y>+43x°+2xq°
g = 2y(x—1)

g = Ox+2¢°

8y = 2y

gy = 2(x—1)

Hg(0) = (2q(2) _2)

Also ist x° = 0 fiir g # 0 ein Doppelpunkt.
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Beispiel 3.

Betrachte den singuldren Punkt x° = 0 der impliziten Gleichung
gx,y) =y (x —1)+ x> =0

Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:

g = y +3<
g = 2y(x—1)
8x = 0x

8y = 2y

gy = 2(x—1)

Hg(0) = <8 _8)

Also ist x° = 0 eine Spitze (bzw. ein Riickkehrpunkt).
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Implizite Darstellung von Flachen.

@ Die Losungsmenge einer skalaren Gleichung g(x,y,z) =0 ist fiir gradg # 0
lokal eine Fliche im R3.

@ Fiir die Tangentialebene in x° = (x%,y°, 2°)T mit g(x°) = 0 und
grad g(x°) # 07 bekommen wir fiir Ax? = x — x mit Taylor—Entwicklung

grad g - Ax” = g(x°)(x — x°) + g, (X°)(y = ¥°) + &:(x°)(z — 20) = 0
d.h. der Gradient steht senkrecht auf der Flache g(x,y,z) = 0.
@ Ist zum Beispiel g,(x%) # 0, so gibt es lokal bei x° eine Darstellung der Form
z=1f(x,y)

und fiir die partielle Ableitungen von f(x, y) bekommt man

1 Ex 8y
gradf(x,y) = (f, 1) = ——(&x, & =<——,—>
(x,y) = (K. 1)) gz( y) . g

mit dem Satz iiber implizite Funktionen.
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Das Umkehrproblem.

Frage: Liasst sich ein vorgegebenes Gleichungssystem

y = f(x)
mit f: D — R"”, D C R" offen, nach x aufldsen, also invertieren?

Satz: (Umkehrsatz)

Sei f: D — R", D C R" offen, eine C'~Funktion. Ist fiir ein x° € D die
Jacobi—-Matrix J f(x°) regulir, so gibt es Umgebungen U und V von x°
und y° = f(x°), so dass f den Bereich U bijektiv auf V abbildet.

Die Umkehrfunktion f~1 : V — U ist ebenfalls eine C1=Funktion und es
gilt fiir alle x € U:

I y) = )Ly = f(x)
Bemerkung: Man nennt dann f lokal einen C'-Diffeomorphismus.
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Kapitel 2. Anwendungen der Differentialrechnung mehrerer
Variablen

2.3 Extremalprobleme unter Nebenbedingungen

Frage: Welche Abmessungen sollte eine Metalldose haben, damit bei
vorgegebenem Volumen der Materialverbrauch am geringsten ist?

Losungsansatz: Sei r > 0 der Radius und h > 0 die Hohe der Dose. Dann gilt
V = =xr’h
O = 2nr’+42xrh
Setze bei vorgebenem Volumen ¢ € Ry, und mit x :=r,y := h,
f(x,y) = 2mx*+2mxy
glx,y) = mx’y—c=0
Bestimme das Minimum der Funktion f(x, y) auf der Menge
G = {(x,y) €R|g(x,y) =0}
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Losung des restringierten Minimierungsproblems.

Aus g(x,y) = nx?y — ¢ = 0 folgt

c

y= -
X2

Einsetzen in f(x, y) ergibt

2
h(x) := 2mx® + ZWX% — 21x? + i
X X
Bestimme das Minimum der Funktion h(x):
2¢ 2c c\1/3
() — _ _ _
h(X)—47rx—; 0 = 47rx_; = x_(%>
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Allgemeine Formulierung des Problems.

Bestimme die Extremwerte der Funktion f : R” — R unter den
Nebenbedingungen

g(x) =0
wobei g : R” — R™.

Die Nebenbedingungen lauten also

gi(x1,...,xp) = 0

gm(xt,...,xn) = 0
Alternativ: Bestimme die Extremwerte der Funktion f(x) auf der Menge

G :={xeR"|g(x) =0}
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Die Lagrange—Funktion und das Lagrange—Lemma.

Wir definieren die Lagrange—Funktion
F(x):=f(x) + > Aigi(x)
i=1

und suchen die Extremwerte von F(x) fiir festes A = (A1,...,Am)".
Die Zahlen \;, i = 1,..., m nennt man Lagrange—Multiplikatoren.

Satz: (Lagrange—Lemma) Minimiert (bzw. maximiert) x° die Lagrange—Funktion
F(x) (fiir ein festes \) iiber D und gilt g(x°) = 0, so liefert x° das Minimum
(bzw. Maximum) von f(x) tiber G := {x € D|g(x) = 0}.
Beweis: Fiir ein beliebiges x € D gilt nach Vorausetzung

F(x°) + ATg(x°) < F(x) + \g(x)
Wihlt man speziell x € G, so ist g(x) = g(x°) = 0, also auch f(x°) < f(x).
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Eine notwendige Bedingung fiir lokale Extrema.

Sind f und g;, i = 1,..., m, C'=Funktionen, so ist eine notwendige Bedingung fiir
eine Extremstelle x° von F(x) gegeben durch

grad F(x) = grad f(x) + Z Aigrad gi(x) =0

i=1

Zusammen mit den Nebenbedinungen g(x) = 0 ergibt sich ein (nichtlineares)
Gleichungssystem mit (n + m) Gleichungen und (n 4+ m) Unbekannten x und .

Die Lésungen (x%, \°) sind die Kandidaten fiir die gesuchten Extremstellen, denn
diese erfiillen die 0.g. notwendige Bedingung.

Alternativ: Definiere eine Langrange—Funktion

Gx,A) = F(x) + 3 Nigi(x)

i=1

und suche die Extremstellen von G(x, A) beziiglich x und .
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Einige Bemerkungen zu hinreichenden Bedingungen.

© Man kann auch eine hinreichende Bedingung aufstellen:
Sind die Funktionen f und g C?>~Funktionen und ist die Hesse-Matrix
HF(x") der Lagrange—Funktion positiv (bzw. negativ) definit, so ist
x? tatsichlich ein strenges lokales Minimum (bzw. Maximum) von
f(x) auf G.

© In den meisten Anwendungen ist die hinreichende Bedingung
allerdings nicht erfiillt, obwohl x° ein strenges lokales Extremum ist.

© Insbesondere kann man aus der Indefinitheit der Hesse—Matrix
HF (x°) nicht schlieBen, dass x" kein Extremwert ist.

Q Ahnlich problematisch ist die hinreichende Bedingung, die man aus
der Hesse—Matrix fiir die Lagrange—Funktion G(x, A) beziiglich x und
A erhalt.
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Ein Beispiel zu restringierten Minimierungsproblems.

Gesucht seien die Extrema von f(x, y) := xy auf der Kreisscheibe
K= {(xy)" [x*+y* <1}

Da die betrachte Funktion f stetig und K C R? kompakt ist, folgt aus der
Min—Max—Eigenschaft die Existenz von globalen Maxima und Minima auf
K.

Wir betrachten zunichst das Innere K% von K, also die offene Menge
KO = {0,y)" |x*+y* <1}
Die notwendige Bedingung fiir einen Extremwert lautet nun
gradf =(y,x)=0
Somit ist der Ursprung x° = 0 Kandidat fiir ein (lokales) Extremum.
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Fortsetzung des Beispiels.

Die Hesse—Matrix im Ursprung, gegeben durch

Hf(O):((l) é)

und ist indefinit. Daher ist x¥ ein Sattelpunkt.

Die Extrema der Funktion miissen also auf dem Rand liegen, der eine
Gleichungsnebenbedingung darstellt:

glx,y) =x*+y*~1=0

Wir suchen also die Extremwerte von f(x,y) = xy unter der
Nebenbedingung g(x,y) = 0.

Die Lagrange—Funktion lautet
F(x,y) = xy + A(x* +y* = 1)
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Komplettierung des Beispiels.

Damit ergibt sich das (nichtlineare) Gleichungssystem

y+2\x = 0
x+2\y = 0
X2+y2 —
mit den vier Losungen
1
A=35 xM) = (1/1/2,—/1/2)T x® = (=,/1/2,,/1/2)T

1

A=k S (IR O = (VIR -

Minima und Maxima lassen sich nun einfach aus den Funktionswerten ablesen
Fx) = fF(x@)y=—-1/2  f(x®)=Ffx*)=1/2

d.h. Minima sind x(!) und x(®, Maxima sind x(® und x(®.
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Lagrange—Multiplikatoren—Regel.

Satz: Seien f,g1,...,8m : D — R jeweils C!-Funktionen, und sei x° € D
ein lokales Extremum von f(x) unter der Nebenbedingung g(x) = 0.
Weiterhin gelte die Regularitatsbedingung

rang (J g(x0)> =m

Dann existieren Lagrange—Multiplikatoren A1, ..., Ay, so dass fiir die
Lagrange Funktion

F(x):=f(x)+ > igi(x)
i=1
die folgende notwendige Bedingung erster Ordnung gilt:

0
grad F(x°) =0
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Notwendige Bedingung zweiter Ordnung und hinreichende
Bedingung.

Satz: 1) Ist x° € D ein lokales Minimum von f(x) unter der Nebenbedingung
g(x) = 0, ist die Regularitatsbedingung erfiillt und sind Aq, ..., A\, zugehorige
Lagrange—Multiplikatoren, so ist die Hesse—-Matrix HF (x°) der
Lagrange—Funktion positiv semidefinit auf dem Tangentialraum

TG(x%) :={y € R"|gradg;(x°) -y =0 fiiri =1,...,m}

d.h., es gilt y" HF(x?) y > 0 fiir alle y € TG(x?).

2) Ist fiir einen Punkt x° € G die Regularititsbedingung erfiillt, existieren
Lagrange—Multiplikatoren A1, ..., Am, so dass x° ein stationdrer Punkt der
zugehorigen Lagrange—Funktion ist, und ist die Hesse-Matrix HF (x°) positiv
definit auf dem Tangentialraum TG(xO), d.h., gilt

y' HF(x®) y >0 Vye TG(x%)\ {0},

so ist x? ein strenges lokales Minimum von f(x) unter der Nebenbedingung
g(x) =0.
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Beispiel.

Man bestimme das globale Maximum der Funktion
f(x,y) = —x*+8x —y*+9
unter der Nebenbedingung
glx,y) =x>+y*~1=0
Die Lagrange—Funktion ist
F(x) = —x*+8x—y? + 9+ \x* +y* - 1)

Aus der notwendigen Bedingung ergibt sich das nichtlineare System

—2x+8 = —2Xx
—2y = =2\y
x? + y2 = 1
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Fortsetzung des Beispiels.

Aus der notwendigen Bedingung ergibt sich das nichtlineare System

—2x+8 = —2)\x
-2y = =2)\y
X2 +y2 — 1

Aus der ersten Gleichung folgt \ £ 1. Verwendet man dies in der zweiten
Gleichung, so gilt y = 0. Aus der dritten Gleichung erkennt man sofort x = +1.

Demnach sind die beiden Punkte (x,y) = (1,0) und (x,y) = (—1,0) Kandidaten
fiir das globale Maximum. Wegen

f(1,0)=16  f(—1,0)=0

wird das globale Maximum von f(x, y) unter der Nebenbedingung g(x,y) = 0 im
Punkt (x,y) = (1,0) angenommen.
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Ein weiteres Beispiel.

Man bestimme die lokalen Extremwerte der Funktion
f(x,y,z) =2x+ 3y + 2z
auf dem Durchschnitt des Zylindersmantels
Mz :={(x,y,z2)" e R3|x* +y* =2}

mit der Ebene
E:={(x,y,2)" eR¥|x+2z=1}

Umformulierung: Bestimme die Extremwerte der Funktion f(x, y, z)
unter den Nebenbedingungen

._ 2 2 _
gi(x,y,z) = x"+y " =2=0
go(x,y,z) = x4+z—-1=0
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Fortsetzung des Beispiel.

Die Jacobi—Matrix
2x 2 0
Jg(x):< L0 )

hat den Rang 2, d.h. wir konnen liber die Lagrange—Funktion Extremwerte
bestimmen:

F(x,y,2) = 2x+3y + 22+ M +y% = 2) + do(x + 2 — 1)

Die notwendige Bedingung ergibt das nichtlineare Gleichungssystem

2+2Mx+X = 0
3+20y = 0
2+X = 0
x2—i—y2 = 2
x+z = 1
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Fortsetzung des Beispiel.

Die notwendige Bedingung ergibt das nichtlineare Gleichungssystem

24+2Mx+X = 0
3+2\y = 0
2+X = 0
x2—|—y2 = 2
x+z = 1

Aus der ersten und dritten Gleichung folgt
2)\1X =0

Aus der zweiten Gleichung folgt A\; # 0, also x = 0.
Damit ergeben sich die moglichen Extremwerte als

(x,y,z) = (0, V2, 1) (x,y,z) = (0, —V/2, 1)
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Komplettierung des Beispiel.

Die moglichen Extremwerte sind also
(,y.2) = (0,v2.1) (x,y,2) = (0,—v2,1)
und liegen offensichtlich auf der Mantelfliche M7 des Zylinders Z mit
Z = {(xy,2)TeR|x®+y* <2}

Mz = {(x,y,2)T eR}|x*+y> =2}

Man berechnet nun die zugehorigen Funktionswerte
£(0,v/2,1) = 3vV2+2
£(0,—v2,1) = —3v2+42

Daher liegt im Punkt (x,y,z) = (0,1/2,1) ein Maximum und im Punkt
(x,y,z) = (0,—+/2,1) ein Minimum vor.
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Kapitel 2. Anwendungen der Differentialrechnung mehrerer
Variablen

2.4 Das Newton—Verfahren
Ziel: Wir suchen die Nullstellen einer Funktion f : D — R", D C R":

f(x) =0
@ Wir kennen bereits die Fixpunktiteration
x 1= d(xK)

mit Startwert x° und Iterationsvorschrift ® : R” — R”.
@ Konvergenzaussagen liefert der Banachsche Fixpunktsatz.

Vorteil: Dieses Verfahren ist ableitungsfrei.
Nachteile:

@ das numerische Verfahren konvergiert zu langsam (nur linear),
@ es gibt keine eindeutige Iterationsvorschrift.
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Zur Konstruktion des Newton—Verfahrens.

Ausgangspunkt: Gegeben sei eine C!~Funktion f : D — R", D C R" offen.
Wir suchen eine Nullstelle von f, d.h ein x* € D mit

f(x)=0
Konstruktion des Newton—Verfahrens:

Die Taylor—Entwicklung von f(x) um einen Startwert x° lautet
f(x) = f(x°) + JF(x") (x — x") + o(||x — x°|)
Setzen wir x = x*, so folgt

JF(xO)(x* — x%) ~ —f(x?)

Eine Niherungslésung fiir x* ist dann x!, x! ~ x*, die Losung des linearen

Gleichungssystems
JF(xO)(x! = x°%) = —F(x%)
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Das Newton—Verfahrens als Algorithums.

Das Newton—Verfahren kann man somit wie folgt als Algorithmus formulieren.

Algorithmus (Newton—Verfahren):
(1) FOR k=0,1,2,...
(2a) Lése Jf(x¥) - Axk = —f(x*);

(2b) Setze xK*1 = xk + Axk;

@ Man I6st in jedem Newton—Schritt eine lineares Gleichungssystem.
@ Die Losung AxX heiBt Newton—Korrektur.

@ Das Newton—Verfahren ist skalierungsinvariant.
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Skalierungsinvarianz des Newton—Verfahrens.

Satz: Das Newton—Verfahren ist invariant unter linearen Transformationen der
Form
f(x) — g(x) = Af(x)  fiir A € R™" regular,

d.h. die lterierten fiir f und g sind in diesem Fall identisch.

Beweis: Bildet man das Newton—Verfahren fiir g(x), so lautet die
Newton—Korrektur

Axf = —(Jg(x) - g(x")
= —(AJF(x*))71 - AF(x¥)
= —(JF(x)-ATIA L £(XN)
= —(IF()) 7 F(xN)

womit die Newton—Korrektur von f und g iibereinstimmen.

Bei gleichem Startwert x° stimmen somit auch alle Iterierten x* iiberein.
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Zur lokalen Konvergenz des Newton—Verfahrens.

Satz: Sei f : D — R” eine C1—Funktion, D C R" offen und konvex. Sei x* € D
eine Nullstelle von f, d.h. f(x*) = 0.

Weiterhin sei die Jacobi—-Matrix Jf(x) regular fiir x € D, und es gelte eine
Lipschitz—Bedingung

I(IF ()~ (If(y) — IF(X))|| < Llly — x| fiir allex,y € D,

mit einem L > 0. Dann ist das Newton—Verfahren fiir alle Startwerte x° € D mit

2
X0 — x*|| < = und K, (x*)C D

wohldefiniert mit x* € K,(x*), k =0,1,2,..., und die Newton—lterierten x*
konvergieren quadratisch gegen x*, d.h.

L
e B e

Weiterhin ist x* die eindeutige Nullstelle von f(x) innerhalb der Kugel K, (x*).
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Das gedampfte Newton—Verfahren.

Weitere Beobachtungen:
@ Das Newton—Verfahren konvergiert zwar quadratisch, aber nur lokal.

@ Globale Konvergenz kann ggf. durch einen Dampfungsterm erreicht werden:

Algorithmus (Gedampftes Newton—Verfahren):
(1) FOR k=0,1,2,...
(2a) Lose JF(xK) - Axk = —f(x¥);

(2b) Setze x*1 = xk + X\ AxK;

Frage: Wie wahlt man die Dampfungsfaktoren A7
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Wahl des Dampfungsparameters.

Strategie: Verwende eine Testfunktion T(x) = ||f(x)||, womit gilt
T(x) > 0, VxeD
T(x) = 0 & f(x)=0
Wihle nun A, € (0,1) so, dass die Folge T(x*) streng monoton fillt, d.h.
I < 1) fiar k > 0.

In der N3he der gesuchten Losung x* sollte Ay = 1 gewahlt werden, um (lokale)
quadratische Konvergenz zu sichern.

Der folgende Satz garantiert die Existenz eines Dampfungsparameters.

Satz: Sei f eine C'-Funktion auf der offenen und konvexen Menge D C R". Fiir
xk € D mit f(x¥) # 0 gibt es dann ein py > 0, sodass

IF(x* + AAX9)|13 < ||F(x¥)|3 fur alle A € (0, pux)-
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Dampfungsstrategie.

Fiir die Startiteration k = 0: Wihle A\g € {1,1, 2, ..., Amin} mdglichst groB,
sodass gilt
IF()ll2 > [IF(x” + Ao 2x) [

Fiir nachfolgende Iterationen k > 0: Setze A\, = A\ _1.
IF [|f(x")||2 > ||f(x* + A\cAx¥)|> THEN

o xKt1 .= xk 4 )\ AxK

o )\, = 2\, falls A\ < 1.
ELSE

e Bestimme p = max{Ax/2, \c/4, ..., Amin} mit

IEC) 2 > [IF(x" + MeAx)]l2

® )\ =
END
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Kapitel 3. Integralrechnung mehrerer Variabler

3.1 Bereichsintegrale
Gegeben sei eine Funktion f : D — R mit Definitionsbereich D C R”".

Ziel: Berechnung des Volumens unterhalb des Graphen von f(x):

V = /D f(x)dx

Erinnerung Analysis Il: Bestimmtes Riemann—Integral einer Funktion
f(x) tiber dem Intervall [a, b]:

| = /ab £(x)dx

Das Integral I war als Grenzwert von Riemannscher Ober— und
Untersumme definiert, falls diese Grenzwerte jeweils existierten und
libereinstimmten.
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Konstruktionsprinzip fiir Bereichsintegrale.

Vorgehensweise: Analog dem eindimensionalen Fall.

Aber: der Definitionsbereich D ist komplizierter.

Startpunkt: Betrachten zunicht den Fall zweier Variablen, n = 2, und einen
Definitionsbereich D C R? der Form

D = [a1, b1] X [a2, bo] C R?

d.h. D ist ein kompakter Quader (Rechteck).
Weiterhin sei f : D — R eine beschrankte Funktion.

Definition: Man nennt Z = {(xo, x1,-- -, %), (Y0, Y1, ---,¥Ym)} €ine Zerlegung des
Quaders D = [a1, b — 1] X [az, by], falls gilt

a=x<x3<--<x,=Db
2=y <y < <Ym=b
Mit Z(D) wird die Menge der Zerlegungen von D bezeichnet.
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Zerlegungen und Riemannsche Summen.

Definition:

@ Die Feinheit einer Zerlegung Z € Z(D) ist gegeben durch

1Z]] = Iﬂf}<‘:\.><{|><i+1 —Xi|, [yi+1 — yil}

2

@ Fiir eine vorgegebene Zerlegung Z nennt man die Mengen
Qy = [xi, xiza] X [y, ¥jsal
die Teilquader der Zerlegung Z. Das Volumen des Teilquaders Qj; ist
vol(Qj) = (Xix1 — Xi) - (Vj+1 — ¥))

@ Fiir beliebige Punkte x;; € Q;; der jeweiligen Teilquader nennt man
Rr(Z) =) f(xj) - vol(Qy)
iJ
eine Riemannsche Summe zur Zerlegung Z.
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Riemannsche Ober— und Untersummen.

Definition:

Analog zum Integral einer Variablen heiBen fiir eine Zerlegung Z

Ur(Z) = inen(gij f(x) - vol(Q;)

die Riemannnsche Untersumme bzw. Riemannsche Obersumme von f(x).

Bemerkung:

Eine Riemannsche Summe zur Zerlegung Z liegt stets zwischen der Unter—
und Obersumme dieser Zerlegung, d.h. es gilt

Ur(Z) < Re(Z2) < O¢(2)
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Bemerkung.

Ensteht eine Zerlegung Z> aus der Zerlegung Z; durch Hinzunahme weiterer
Zwischenpunkte x; und/oder y;, so gilt

Uf(ZQ) Z Uf(Zl) und Of(Zz) S Of(Zl)
Fiir zwei beliebige Zerlegungen Z; und 2, gilt stets:

Ur(Z1) < O¢(2»)

Frage: Was passiert mit den Unter— und Obersummen im Grenzwert || Z|| — O:
U = sup{Uf(Z) € Z(D)}
Of = inf{Of(Z) € Z(D)}

Beobachtung: Die beiden Werte Ur und Or existieren, da Unter— und
Obersumme monoton und beschrankt sind.
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Riemannsche Ober— und Unterintegrale.

Definition:

© Das Riemannsches Unter— bzw. Oberintegral der Funktion f(x) liber D ist
gegeben durch

/Df(x)dx = sup{Ur(Z) : Z€ Z(D)}
/_f(x)dx — inf{Os(2) : Z € Z(D)}

@ Die Funktion f(x) nennt man Riemann—integrierbar iiber D, falls Unter— und
Oberintegral iibereinstimmen. Das Riemann—Integral von f(x) iiber D ist
dann gegeben durch

/Df(x)dx ::/Df(x)dx:/ﬁf(x)dx
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Bemerkung.

Wir haben bis jetzt “nur” den Fall von zwei Variablen betrachtet:
f:D— R, D € R?

In hoheren Dimensionen, n > 2, ist die Vorgehensweise analog.

Schreibweise: fiir n =2 und n =3

/f(x,y)dxdy bzw. /f(x,y,z)dxdydz
D D

//D flx,y)dxdy  bzw. ///D f(x,y, z)dxdydz

oder auch
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Elementare Eigenschaften des Integrals.

Satz:
a) Linearitat

/D(ozf(x)Jng(x))dx:oz/Df(x)derB/Dg(x)dx

b) Monotonie
Gilt f(x) < g(x) fiir alle x € D, so folgt:

/Df(x)dXS/Dg(x)dx
c) Positivitat

Gilt fiir alle x € D die Beziehung f(x) > 0, d.h. f(x) ist
nicht—negativ, so folgt:

lquwxzo
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Weitere Eigenschaften des Integrals.

Satz:

a) Sind Dy, D, und D Quader, D = D; U D, und vol(Dy N D,) = 0, so ist f(x)
genau dann iiber D integrierbar, falls f(x) iiber D; und D, integrierbar ist,

und es gilt
/Df(x)dx = /D1 f(x)dx + /02 f(x)dx

b) Fiir das Integral gilt die folgende Abschatzung

‘ /D f(x)dx

c) Riemannsches Kriterium

< sup|f(x)|- vol(D)
xeD

f(x) ist genau dann iiber D integrierbar, falls gilt:

Ve>0 HZEZ(D) X Of(Z)—Uf(Z)<8
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Der Satz von Fubini.

Satz: (Satz von Fubini) Ist f : D — R integrierbar, D = [ay, b1] X [a2, by] ein
Quader, und existieren die Integrale

by by
F(x):/ f(x,y)dy und G(y):/ f(x,y)dx

a2 ai

fir alle x € [a1, b1] bzw. y € [a2, by], so gelten

/Df(x)dx = /:1 /:2 f(x,y)dydx
/f(x)dx = /:2 /albl f(x,y)dxdy

D

Bedeutung:
Der Satz von Fubini erlaubt Reduktion auf eindimensionale Integrale.
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Beispiel.

Gegeben sei der Quader D = [0, 1] x [0, 2] sowie die Funktion

f(x,y) =2—xy

Stetige Funktionen sind — wie wir gleich zeigen werden — iiber Quadern
integrierbar. Daher konnen wir den Satz von Fubini anwenden:

2,1l 2 X2y x=1
/f(x)dx = / / f(x,y)dxdy:/ |:2X——] dy
D o Jo 0 2 Jx=0
2 27Y=2
Y Yy
/0 ( 2)dy [y 4] L,

Bemerkung: Der Satz von Fubini verlangt als Voraussetzung die Integrierbarkeit
von f(x). Die Existenz der beiden Integrale F(x) und G(y) alleine garantiert die
Integrierbarkeit von f(x) nicht!
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Die charakteristische Funktion.

Definition: Fiir D C R” kompakt und f : D — R beschrankt setzen wir

f(x) : fallsxeD
f*(x) :=
0 : fallsxeR"\D

Speziell fiir f(x) = 1 heiBt f*(x) die charakteristische Funktion von D. Die
charakteristische Funktion von D wird mit Xp(x) bezeichnet.

Sei nun Q der kleinste Quader mit D C Q. Dann heiBt die Funktion f(x)
integrierbar tiber D, falls f*(x) tiber Q integrierbar ist, und wir setzen

/Df(x)dx ::/Qf*(x)dx
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Messbarkeit und Nullmengen.

Definition: Die kompakte Menge D C R” heilt messbar, falls das Integral

vol(D) ::/Dldx:/QXD(x)dx

existiert. Man nennt dann vol(D) das Volumen von D im R".
Die kompakte Menge D heiBt Nullmenge, falls D messbar ist und vol(D) = 0 gilt.
Bemerkung:

@ Ist die Menge D selbst ein Quader, so folgt @ = D, und somit gilt

/Df(x)dx:/Qf*(X)dxz/Qf(x)dx

d.h. die eingefiihrten Integrationsbegriffe stimmen iiberein.
@ Quader sind messbare Mengen.

@ vol(D) in diesem Fall das tatsidchliche Volumen des Quaders im R”".
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Drei wichtige Eigenschaften der Integration.

Bei der mehrdimensionalen Integration gelten die folgenden Aussagen.

Satz: Sei D C R" kompakt. Dann ist D genau dann messbar, falls der
Rand 9D von D eine Nullmenge ist.

Satz: Sei D C R" kompakt und messbar, und sei f : D — R stetig. Dann
ist f(x) integrierbar iiber D.

Satz: (Mittelwertsatz) Ist D C R” kompakt, zusammenhingend und
messbar, und ist f : D — R stetig, so gibt es einen Punkt £ € D mit

/ f(x)dx = f(&) - vol(D)
D
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Normalbereiche.

Definition:

@ Eine Teilmenge D C R? heiBt Normalbereich, falls es stetige Funktionen g, h
bzw. g, h gibt mit

D={(xy)|a<x<bund g(x) <y < h(x)}

bzw.
D=1{(x,y)|3<y<bund g(y) <x < h(y)}

@ Eine Teilmenge D C R3 heiBt Normalbereich, falls es eine Darstellung
D = {(xa,x,x)a<x<b g(x)<x < h(x)
und (p(XhXj) < X < w(XhXj) }

gibt mit einer Permutation (/,, k) von (1,2,3) und stetigen Funktionen
g, h, o und 1.
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Projizierbare Mengen.

Definition: Eine Teilmenge D C R" heiBit projizierbar in Richtung x;,
i € {1,....n}, falls es eine messbare Menge B C R"~! und stetige
Funktionen ¢, 1 gibt, so dass

DZ{XER”“E = (Xl,...,X,'_l,X,'_H,...,Xn)TEB
und (%) < x; < ¢(%) }

Bemerkung:

@ Projizierbare Mengen sind stets messbar. Damit sind auch alle
Normalbereiche messbar, denn Normalbereiche sind projizierbar.

e Haufig 138t sich der Integrationsbereich D als Vereinigung endlich
vieler Normalbereiche darstellen. Solche Bereich sind dann ebenfalls
messbar.
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Integration tiber Normalbereiche und projizierbare Mengen.

Satz: Ist f(x) auf einem Normalbereich
D={(xy)eR*: a<x<bund g(x) <y<h(x)}

eine stetige Funktion, so gilt

b prh(x)
/ f(x)dx = / / f(x,y)dy dx
D a Jgx)

Analoge Beziehungen gelten fiir hohere Dimensionen: Ist D C R” eine
projizierbare Menge in Richtung x;, d.h. D besitzt eine Darstellung der Form

DZ{XER”‘)? = (Xl,...,X,'_l,X,'_H,...,Xn)TEB

und ¢(X) < x; < P(X) }

so gilt
Y(X)
/ f(x)dx = / / f(x)dx; | dx
D B ¢ (%)
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Beispiel.

Gegeben sei die Funktion
f(x,y):=x+2y

Berechne das Integral iiber der durch zwei Parabeln begrenzten Flache
D:={(x,y)] —1<x<1und x*<y<2-x%}

Die Menge D ist ein Normalbereich und f(x, y) ist stetig, somit gilt
1 2—x° 1 )2
/ f(x,y)dx = / (/ (X+2y)dy> dx :/ [xy+y2]x2 dx
D -1 x2 -1
1
= / (x(2 = x*) + (2 — x*)? — x> — x*)dx
~1

! 16
= / (—2x* — 4x* 4 2x + 4)dx = 3
1
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Beispiel.

Zu berechnen ist das Volumen des Rotationsparaboloids
Vi={(xy,2)" | x*+y*<1lund x¥*+y*<z<1}

Darstellung von V' als Normalbereich

V:{(X,y,z)T|—1§x§1, —vV1—-x2<y<+4/1-x2und x2+y2§z§1}

Damit gilt

vol(V) = / / / dzdydx = / / (1 — x*® — y?)dydx
V1=x2 J x24y2 1— X2
1 y3 y=v1-x2 4 1

= / [(1—X2)y— ?] dx = §/ (1 — x2)%2dx

-1 y=—v1-x2 -1

1 3 3 3 : ' T

= 3 x(v1—x?) —|—§x 1—x2—|—§arcsm(x) =3

~1
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Integration lber allgemeine Integrationsbereiche.

Definition: Sei D C R"” eine kompakte und messbare Menge. Man nennt
Z ={Ds,...,Dp} eine allgemeine Zerlegung von D, falls die Mengen Dy
kompakt, messbar und zusammenhangend sind und falls gilt

U - und  Vi#£j : DI DY =0.

Weiterhin heiBt

diam(D;) := sup{[x -yl [x,y € D; }
der Durchmesser der Menge D; und

| Z]] := max{diam(D;) | j=1,...,m}
die Feinheit der allgemeinen Zerlegung Z.
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Riemannsche Summe fiir allgemeine Zerlegungen.

Fiir eine stetige Funktion f : D — R definiert man die Riemannschen
Summen

Re(Z) = f(x)vol(Dy)
j=1

mit beliebigen x/ € Dj,j=1,...,m.

Satz: Fiir jede Folge (Zk)ken allgemeiner Zerlegungen von D mit
| Zk|l — 0 (fiir k — oo) und fiir jede Folge zugehdriger Riemannscher
Summen R¢(Zk) gilt

lim Rf(Zk):/Df(x)dx

k—o00
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Schwerpunkte von Flachen und Korpern.

Eine wichtige Anwendung der Bereichsintegrale ist die Berechnung der
Schwerpunkte von Flachen und Korpern.

Definition: Sei D C R? (bzw. R3) eine messbare Menge und p(x), x € D,
eine vorgegebene Massendichte. Dann ist der Schwerpunkt der Flache
(bzw. des Korpers) D gegeben durch

. [p p(x)xdx
T [ p(x)dx

Das Zahlerintegral (iiber eine vektorwertige Funktion) ist hierbei
koordinatenweise zu berechnen.
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Beispiel.

Zu berechnen ist der Schwerpunkt der Pyramide P

P = {(x,y,z)T | max(|y|

JZ) <2, 0<x<h)

Berechne das Volumen von P unter Annahme konstanter Dichte wie folgt.

h 2h 2h
vol (P) = / / / dz dy dx
0 J-g -z
h 1 ax
= / / Tdy dx
0 J-z
h
ax\ 2
- / (—) dx = = a2h
0 h
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Fortsetzung des Beispiels.
Weiterhin gilt
ax?
h S_Z % X h g—z h
/ / / y dzdy dx = / / axy dy dx
o J-g /-5 \ 2 o J-z \ }
2.3
h 53
= / 0 dx
0 0
1.242
Za h
= 0
0

Der Schwerpunkt von P liegt daher im
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Punkt xs = (3h,0,0).
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Tragheitsmomente von Flachen und Korpern.

Eine weitere wichtige Anwendung der Bereichsintegrale ist die Berechnung
der Tragheitsmomente von Flachen und Korpern.

Definition: (Tragheitsmoment beziiglich einer Achse)

Sei D C R? (bzw. R3) eine messbare Menge, p(x) bezeichne fiir x € D
eine Massendichte und r(x) den Abstand des Punktes x € D von einer

vorgegebenen Drehachse.
Dann besitzt D beziiglich dieser Achse das Tragheitsmoment

@:AQQV
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Beispiel.

Wir berechnen das Tragheitsmoment des homogenen Zylinders
Z:={(xy,2)" + XP+y*<r’-1/2<z<1/2}

beziiglich der x—Achse bei konstanter Dichte p wie folgt.

© = [ s+ 2y =p [ (2 +2)dlxy.2
z z
Vr2—x2 1/2
/ / / (y? + 2%) dz dy dx
—r VZ—x2 1/2
I‘2—X2 ) /3
— / L
/;r/ Vr2—x2 (y - 12) dy o

/
= p(37+P)
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Der Transformationssatz.

Ziel: Verallgemeinerung der (eindimensionalen) Substitutionsregel

©(b) b
/ F(x) dx = / Fo(8) (1) dt
©(a) a

Satz: (Transformationssatz) Sei ® : U — R", U C R” offen, eine Cl—AbbiIdung.
D C U sei eine kompakte, messbare Menge, so dass ¢ auf DY einen
C!-Diffeomorphismus bildet. Dann ist auch ®(D) kompakt und messbar, und fiir
jede stetige Funktion f : ®(D) — R gilt die Transformationsformel

f(x)dx = f(®(u))|det JO(u)| du
/m)m /D<())|t (w)

Bemerkung: Man beachte, dass im Transformationssatz die Bijektivitat von ®

nur auf dem inneren Bereich D° von D gefordert wird — nicht jedoch auf dem
Rand 0D!
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Beispiel.

Berechne den Schwerpunkt eines homogenen Kugeloktanten
V=A{(xy,z)" | X*+y*+2°<1lund x,y,z >0}

Es ist einfacher, den Schwerpunkt in Kugelkoordinaten zu berechnen:

X r COS (p COS VY
y | = | rsinpcosy | =&(r,p,9)
z rsinay

Die Transformation ist auf ganz R3 definiert und mit

D =[0,1] x [o, g} « [o, g}

gilt ®(D) = V. Weiterhin ist ® auf D° ein C!-Diffeomorphismus mit

det JO(r, ¢, 1)) = r? cos
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Fortsetzung des Beispiels.

Nach dem Transformationssatz folgt

1 pw/2 pw/2 -
voI(V):/ dx:/ / / r? cosdypdpdr = —
v 0 JoO 0 6

und

1 pm/2 pm/2
vol (V) - xs = /xdx:/ / / (rcos pcos1p) r? costp dip dy dr
Vv o Jo 0

1 /2 /2 T
= / r3dr-/ coscpdgp-/ cos® i) dip = —
0 0 0 16

_ 3
Daraus folgt x; = 3.
_ _ 3
Analog berechnet man ys = z; = 3.
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Der Steinersche Satz.

Satz: (Steinerscher Satz) Fiir das Tragheitsmoment eines homogenen Kérpers K
mit Gesamtmasse m gilt beziiglich einer vorgegebenen Drehachse A

Oa = md2+@5

Hierbei ist S die zu A parallele Achse durch den Schwerpunkt x des Korpers K
und d der Abstand des Schwerpunktes xs von der Achse A.

Beweisidee: Setze x := ®(u) = x; + u. Dann gilt mit dem Einheitsvektor a in
Richtung der Achse A

O = » [ (0= (x2))dx

= X u. X u) — (X u 2X
- p/D(<s+,s+> (xe + u,a)2)d

wobei
D:={x—xs|xe K}
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Kapitel 3. Integralrechnung mehrerer Variabler

3.2 Kurvenintegrale

Fiir eine stiickweise C'~Kurve c : [a, b] — D, D C R", und eine stetige skalare
Funktion f : D — R hatten wir das Kurvenintegral erster Art definiert durch

/f(x) ds ::/ f(c(t))||e(t)] dt

wobei || - || die euklidische Norm bezeichnet.

Erweiterung: Kurvenintegrale liber vektorwertige Funktionen, d.h.

/cf(x)dx =7

Anwendung: Ein Massenpunkt bewegt sich entlang c(t) in einem Kraftfeld f(x).

Frage: Welche physikalische Arbeit muss entlang der Kurve geleistet werden?
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Kurvenintegrale zweiter Art.

Definition: Fiir ein stetiges Vektorfeld f : D — R”, D C R" offen, und
eine stiickweise C1-Kurve c : [a, b] — D definieren wir das Kurvenintegral
zweiter Art durch

/C F(x)dx = / (1), &(1)) dt

Herleitung: Approximiere die Kurve durch einen Streckenzug mit Ecken
C(t,'), wobeli

Z={a=th<t1 < ---<tm=Db}
eine Zerlegung des Intervalls [a, b] ist.

Dann gilt fiir die in einem Kraftfeld f(x) entlang der Kurve c(t) geleistete
Arbeit die Naherungsformel:

(=Y

m—

A ~ Z(f(c(t,-)), c(tiy1) —c(ti))

i=0
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Fortsetzung der Herleitung.

Daraus folgt:

n m—1
A ~ fi(e(ti))(ci(tiv1) — ci(ti))
j=1 i=0
n m-—1
= C(t, Cj (Tu)(tl+1 t )
j=1 i=0

Fiir eine Folge von Zerlegungen Z mit ||Z|| — O konvergiert die linke Seite
gegen das oben definierte Kurvenintegral zweiter Art.

Bemerkung: Fiir eine geschlossene Kurve c(t), d.h. c(a) = c(b), schreibt
man das Kurvenintegral auch als

%:f(x) dx
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Eigenschaften des Kurvenintegrals zweiter Art.

@ Linearitat:

/C (af(x) + Be(x)) dx = a / F(x) dx + 3 / g(x) dx

e Es gilt:
/f(x) dx = —/f(x) dx
“c c
wobei (—c)(t) :=c(b+a—t), a<t < b, den inversen Weg
bezeichnet.
e Es gilt

/C . f(x) dx = / £(x) dx + / £(x) dx

wobei c1 4+ ¢» den aus ¢; und ¢y zusammengesetzten Weg bezeichnet,
sodass der Endpunkt von c; der Anfangspunkt von c; ist.

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis Ill fiir Ingenieure 140 / 182



Weitere Eigenschaften des Kurvenintegrals zweiter Art.

@ Das Kurvenintegral zweiter Art ist parametrisierungsinvariant.

e Es gilt

b
/ F(x) dx = / (F(c(1)), T(£)) &(t)]] dt = / (F.T) ds

mit dem Tangenten—Einheitsvektor T(t) :

@ Formale Schreibweise:

/Cf(x) dx = /Clz;f,(x) dx; = IZ;/Cf,(x) dx;

mit )
/f,-(x) dx; = / F(c(1)éx(t) dt
C a
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Beispiel.
Fiir x € R3 sei

fx) = (-y,x,2%)"

c(t) = (cost,sint,at)” mit0<t<2n

Dann berechnet man

/f(x)dx = /(—ydx—|—xdy—|—22dz)
C C
2
= / (—sint)(—sin t) 4+ cos t cos t + a*t*a) dt
0
27
= / (1+a’t?) dt
0

a3
— 27T + ?(27'(')3
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Die Zirkulation eines Feldes langs einer Kurve.

Definition: Ist u(x) ein Geschwindigkeitsfeld eines stromenden Mediums,
so nennt man das Kurvenintegral ¢_u(x)dx entlang einer geschlossenen
Kurve auch die Zirkulation des Feldes u(x).

(y,0)7 € R? erhilt man lings der Kurve
t

Beispiel: Fiir das Feld u(x, y,
< 27 die Zirkulation

y) =
c(t) = (rcost,1+rsint)7T, 0 <

2w
]éu(x) dx = / (1 + rsint)(—rsint)dt
c 0

271'
—rsint — r?sin’ t)dt

I
S~

2

r? _
[rcost— E(t—sm t cos t) —Tr

0
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Wirbelfreie Vektorfelder.

Definition: Ein stetiges Vektorfeld f(x), x € D C R”, heiBt wirbelfrei, falls
dessen Kurvenintegral lings aller geschlossenen stiickweise C1—Kurven

c(t) in D verschwindet, d.h.

]{f(x) dx =0 fiir alle geschlossenen c.
C

Bemerkung: Ein Vektorfeld ist genau dann wirbelfrei, wenn der Wert des
Kurvenintegrals [_f(x)dx nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges,
jedoch nicht vom konkreten Verlauf der Kurve ¢ abhangt. In diesem Fall
nennt man das Kurvenintegral wegunabhangig.

Frage: Welche Kriterien fiir das Vektorfeld f(x) garantieren die
Wegunabhangigkeit des Kurvenintegrals?
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Zusammenhangende Mengen.

Definition: Eine Teilmenge D C R" heiBt zusammenhangend, falls je zwei
Punkte in D durch eine stiickweise C1—Kurve verbunden werden kdnnen:

vxy0eD : Jec:[a,b] =D : c(a)=x"Ac(b)=y°

Eine offene und zusammenhangende Menge D C R"” nennt man
auch ein Gebiet in R".

Bemerkung: Eine offene Menge D C R" ist genau dann nicht
zusammenhangend, wenn es disjunkte, offene Mengen Uy, U> C R" gibt
mit

UlﬂD#@, UQQD#Q, D c U UU
Nicht zusammenhangende offene Mengen sind also — im Gegensatz zu

zusammenhingenden Mengen — in (zumindest) zwei disjunkte offene
Mengen trennbar.
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Gradientenfelder, Stammfunktionen, Potentiale.

Definition: Sei f : D — R" ein Vektorfeld auf einem Gebiet D C R". Das
Vektorfeld nennt man ein Gradientenfeld, falls es eine skalare C1=Funktion
@ : D — R gibt mit

f(x) = Vi(x)

Die Funktion ¢(x) heiBt dann Stammfunktion oder Potential von f(x), und das
Vektorfeld f(x) nennt man konservativ.

Bemerkung: Ein Massenpunkt bewege sich in einem konservativen Kraftfeld
K(x), d.h. K besitzt ein Potential ¢(x), sodass K(x) = V(x). Dann liefert die
Funktion U(x) = —p(x) gerade die potentielle Energie:

K(x) = mx = =V U(x)

Multipliziert man diese Beziehung mit x, so folgt

m(x, x) + (VU(x),x) = % (émuxw + U(x)) =0
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Hauptsatz fiir Kurvenintegrale.

Satz: (Hauptsatz fiir Kurvenintegrale)
Sei D C R" ein Gebiet und f(x) ein stetiges Vektorfeld auf D.

1) Besitzt f(x) ein Potential ¢(x), so gilt fiir alle stiickweisen
C'-Kurven c : [a, b] — D:

/ F(x) dx = p(c(b)) — (c(a))

C

Insbesondere ist das Kurvenintegral wegunabhingig und f(x)
ist wirbelfrei.

2) Umgekehrt gilt: Ist f(x) wirbelfrei, so besitzt f(x) ein Potential ¢(x).
Ist X% € D ein fester Punkt, und bezeichnet ¢, (fiir x € D) eine beliebige,
die Punkte x° und x verbindende stiickweise C'~Kurve in D, so ist ((x)
gegeben durch:

o(x) = /f(x) dx + const.

Cx
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Beispiel |.
Das zentrale Kraftfeld
K(x) = —
|2
besitzt das Potential
1
U) = o = —08 8 +:4) 7
denn es gilt
— X
VU(x) = (Xl2 JrX22 JFX??) 3/2(X7YaZ)T - HE

Fiir die l3ngs einer stiickweisen C1-Kurve c : [a, b] — R3\ {0} geleistete

Arbeit gilt dann
1 1
A= [ KGxae = (uc(a)u - Hc(b)H)
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Beispiel 11.

Das Vektorfeld
2xy + 23

f(x) := x? +3z
3xz? + 3y

besitzt das Potential

©(x) = x°y + xz°> 4 3yz
Fiir eine beliebige C'~Kurve ¢(t) von P = (1,1,2) nach @ = (3,5, —2) gilt
/f(x) dx = p(Q) — p(P) = —9— 15 = —24

Interpretiert man f(x) als elektrisches Feld, so gibt das Kurvenintegral
zweiter Art die Spannung zwischen den beiden Punkten P und @ an.
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Beispiel 1ll.

Wir betrachten das Vektorfeld

f(x,y):ﬁyz<_i) mit (x,y)" € D =R?\ {0}

Fiir den Einheitskreis c(t) := (cost,sint)”, 0 < t < 27, bekommt man

/C F(x)dx — /0 " k(e(e), &(1)) dt
= [{CE) ()
= /027T1dt227T

f(x, y) ist somit nicht wirbelfrei und besitzt auf D kein Potential.
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Bedingungen fiir Potentiale.

Bemerkung;: Ist f(x), x € D C R3, ein C1-Vektorfeld mit Potential ¢(x), so folgt
rot f(x) = rot (Vp(x)) =0 fir allex € D

Somit ist rot f(x) = 0 eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines
Potentials ist.

Definiert man fiir ein Vektorfeld f : D — R?, D C R?, die skalare Rotation

of- of
rot f(x,y) := a—j X,y) — 8_;(X7Y)

so ist rot f(x,y) = 0 auch in zwei Dimensionen eine notwendige Bedingung.

Die Bedingung
rot f(x) =0

ist eine hinreichende Bedingung, falls das Gebiet D einfach zusammenhdngend
ist, d.h. keine “Locher” enthilt.
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Beispiel.

Wir betrachten erneut das Vektorfeld

(r) = s (2 ) mitlen” e D=E\ (0)

:x2+y2 x

Berechnet man die Rotation, so ergibt sich

ot | L Y _ 9 x N, 9 (_ ¥y
r X  Ox \ X2+ 2 Ox \ x2 + y?

1 2x° L 1 2y?
X2 _|_y2 (X2 _|_y2)2 X2 +y2 (X2 +y2)2

= 0

Die Rotation von f(x, y) verschwindet.
Allerdings besitzt f(x, y) auf der Menge D = R? \ {0} kein Potential.

Das Gebiet ist namlich nicht einfach zusammenhangend.
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Der Integralsatz von Green fiir Vektorfelder im R?.

Satz: (Integralsatz von Green)

Sei f(x) ein C1-Vektorfeld auf dem Gebiet D C R2. Weiterhin sei K C D
kompakt und beziiglich beider Koordinatenrichtungen projizierbar, sodass
K von einer geschlossenen, stiickweisen C1~Kurve c(t) berandet wird.

Die Parametrisierung von c(t) sei so gewahlt, dass K stets links zur
Durchlaufrichtung liegt (positiver Umlauf). Dann gilt:

if(x)dx:/Krot f(x) dx

Bemerkung:

Der Greensche Integralsatz gilt auch fiir kompakte Bereiche, die sich in
endlich viele, beziiglich beider Koordinatenrichtungen projizierbarer
Bereiche zerlegen lassen, in so genannte Greensche Bereiche.
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Alternative Formulierung des Greenschen Satzes |.

Wir hatten gesehen, dass die Beziehung

fif(X) dx = fi“’-ﬁ ds

gilt, wobei T(t) = ﬁ den Tangenteneinheitsvektor bezeichnet.

Daraus folgt mit dem Integralsatz von Green

/Krot f(x) dx = jéK<f,T> ds

Ist f(x) ein Geschwindigkeitsfeld, so ist die durch f beschriebene Strémung unter
der Bedingung rot f(x) = 0 wirbelfrei, denn

fif(x)dx
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ist gerade die Zirkulation von f(x).



Alternative Formulierung des Greenschen Satzes II.

Ersetzt man in der obigen Gleichungen den Vektor T durch den duBeren
Normaleneinheitsvektor n = (T,, —T1) ", so folgt

f (f,n)ds = (fsz—szl)ds:f << _?2 >T> ds
oK oK oK 1
6 _
= rot dx = divf dx
K f K

und damit die Beziehung

/Kdiv f(x)dx = ng(f, n) ds

Ist f(x) das Geschwindigkeitsfeld einer Stromung, so beschreibt die rechte Seite
den Gesamtfluss der Stromung durch den Rand von K. Gilt also divf(x) =0, so
ist die Stromung quellen— und senkenfrei (oder divergenzfrei).
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Nochmal zurtick zur Existenz von Potentialen.

Folgerung: Ist rot f(x) = 0 fiir alle x € D, D C R? ein Gebiet, so folgt

7{ f(x) dx = 0

fiir jede geschlossene stiickweise C1—Kurve, die einen Greenschen Bereich
B C D vollstindig umrandet.

Definition: Ein Gebiet D C R"” heiBt einfach zusammenhangend, falls sich
jede geschlossene Kurve c : [a, b] — D stetig innerhalb von D auf einen
Punkt in D zusammenziehen lisst. Genauer: es gibt fiir xX° € D eine stetige
Abbildung

o :[a,b] x[0,1] = D

mit ®(t,0) = c(t), fiir alle t € [a, b] und ®(t,1) = x° € D, fiir alle
t € [a, b]. Die Abbildung ®(t,s) nennt man eine Homotopie.
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Integrabilitatsbedingung fiir Potentiale.

Satz: Sei D C R” ein einfach zusammenhangendes Gebiet. Ein
Cl-Vektorfeld f : D — R" besitzt genau dann ein Potential auf D, falls die
Integrabilitatsbedingung

Jf(x) = (Jf(x))"  firallexe D
erfiillt ist, d.h. falls gilt

Of  Of

— = VJj, k
8xj an I

Bemerkung: Fiir n = 2,3 stimmt die Integrabilitatsbedingung mit

rotf(x) =0
iberein.
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Beispiel.

Fiir x € R3\ {0} sei das Vektorfeld

2
%Jrsinz
r

f(x) = Inr2—i—2L—|—zey mit r* = x* + y°* + 2°

2yz
L2+ey+xcosz
r

gegeben.

Wir wollen untersuchen, ob f(x) ein Potential besitzt.

Die Menge D = R3\ {0} ist offensichtlich einfach zusammenhingend.
Weiterhin gilt
rotf(x) =0

Also besitzt f(x) ein Potential.
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Berechnung des Potentials.

Es muss gelten: f(x) = V(x). Demnach folgt:

2xy
g_f — fl(Xayaz) - ri%—smz

Durch Integration beziiglich der Variablen x ergibt sich:
p(x) = yInr* + xsinz+ c(y, z)

mit einer unbekannten Funktion c(y, z).

Einsetzen in die Gleichung

0 2y?
a;’f fr(x,y,z) = Inr? —I—r—);—l—zey
liefert 5 )
2 2
Inr? + ); +—C_I nr’4+ = y + ze¥
r Oy
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Berechnung des Potentials (Fortsetzung).
Daraus folgt die Bedingung
Oc Y
— = ze
dy
und somit gilt
c(y,z) =ze’ +d(z2)
fiir eine unbekannte Funktion d(z). Wir haben damit:
©(x) = yInr’ 4+ xsinz + ze¥ + d(z)
Die letzte Bedingung lautet
0 2
7s = f3(x,y,z) = yz—i—ey—i—xcosz
oz
Daraus folgt d’(z) = 0 und das Potential ist gegeben durch
©(x) =yInr’ + xsinz + ze¥ 4+ ¢ firceR
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Kapitel 3. Integralrechnung mehrerer Variabler

3.3 Oberflachenintegrale
Definition: Sei D C R? ein Gebiet und p : D — R3 eine C!-Abbildung
x=p(u) mitxeR>undu=(u, )" € DCR?

Sind fiir alle u € D die beiden Vektoren

9
8U1

op

d ==
un Dus

linear unabhangig, so heilt
F:={p(u) |ue D}

eine Flache bzw. ein Flachenstiick. Die Abbildung x = p(u) nannt man
dann eine Parametrisierung oder Parameterdarstellung der Flache F.
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Beispiel |.
Wir betrachten fiir gegebenes r > 0 die Abbildung
rcos e
p(p,z) = | rsingp fiir (¢,z) € R2.
z

Die dadurch parametrisierte Fliche ist ein unbeschrinkter Zylinder im R3.

Schranken wir den Definitionsbereich ein, etwa
(¢,2) € K :=[0,2n] x [0, H] C R?

so erhalten wir einen beschrankten Zylinder der Hohe H.
Die partiellen Ableitungen

—rsinp
@ = r cos ) @ =1 O
Op 0 0z 1

von p(¢, z) sind linear unabhingig auf ganz R2.
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Beispiel 11.

Der Graph einer skalaren C1-Funktion 0:D—R,DC R2 . ist eine Fliche.

Eine Parametrisierung ist gegeben durch

U
p(ur, up) == U fuirue D
Sp(ula u2)
Die partiellen Ableitungen
0
op op
P_| o |, £ 1
o Oup
u Puy
sind linear unabhangig.
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Die Tangentialebene einer Flache.

Die beiden linear unabhangigen Vektoren

o
8U1

op

0 0
d

(u”) un o (u”)
liegen tangential an die Flache F.

Sie spannen die Tangentialebene T,oF der Fliche F im Punkt x° = p(u)
auf.

Die Tangentialebene hat die Parameterdarstellung

9 9
TooF x:x0—|—)\a—:(u0)—|—ua—:2(uo) fiir \, u € R.

Frage: Wie kann man den Flicheninhalt einer gegebenen Flache F
berechnen?
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Das Oberflachenintegral eines Flachenstiickes.

Definition: Sei p : D — R3 die Parameterdarstellung einer Fliche, und sei
K C D kompakt, messbar und zusammenhangend. Dann wird der Flacheninhalt
von p(K) definiert durch das Oberflachenintegral

/ do ::/
P(K) K

Dabei nennt man den Term

op op
8—ul(u) X 8—L12(U)

du

do —H (u) x 8U2( u)
das Oberflichenelement der Flache x = p(u).

Bemerkung: Das Oberflachenintegral ist insbesondere unabhdngig von der
speziellen Parametrisierung der Flache. Dies folgt aus dem Transformationssatz.
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Beispiel.

Fiir die Mantelflache des Zylinders Z = p(K) mit

= [0,27] x [0, H] C R?

und
r cos
x=p(p,z):=| rsiny fiir (o, z) € R?
z
erhalt man mit
op Op
JR—— >< R
Jdp 0z

den Wert

27 H
:/do:/ rd(gp,z):/ / rdzdyp = 2nrH
Z K o Jo
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Beispiel.

Ist die Flache der Graph einer skalaren Funktion, d.h. x3 = p(x1, x2), so
gilt fiir die zugehorigen Tangentialvektoren

1 0 —
0 9, =
a—p X a—p = O X ]. — —@ X0
X X
! 2 Pxq Pxo 1

Damit ergibt sich

op Op \/
_ X — — 1 2 2
| 8X]_ aXQ —|— SDXl —|— QOXQ
und
op(K) = [ do
p(K)
= /\/1 + 0%, + @3, dlxa, x)
K
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Beispiel.

Fiir die Oberflache des Paraboloids P, gegeben durch
P:={(x1,x0,x3)" €R3|x3=2—x%—x3, x + x5 <2},

gilt

O(P :/ 1+ 4x2 + x2 d(x1, xo
(P) XMJ 2433 d(x1. %)
V2 p2m 2
= / / \/1—1—4r2rdgodr:7r/ V1+4s ds
o Jo 0
1(1 + 45)3/2 2 1(27 1) =
= 7 |—= =7 = — = —1TT
6 . 6 3
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Bemerkung.

Fiir das Kreuzprodukt zweier Vektoren a, b € R3 gilt

la > b]|* = [la]|*[|b]|* — (a, b)?

p|*_ /o op\’
8X1’8X2

Daraus folgt

H (9x1 8X2 H 8X1

X
Definiert man
2
_,0p 9Op 2 || 9p
E .= [ G= |22
(9x1 Ix1’ Oxp 0xo
so ergibt sich die Beziehung
=V EG — F?2 d(ul, U2)
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Beispiel.

Fiir das Oberflaichenelement der Sphare
S? ={(xx2,x3)" €R® [ + x5 +5 = r?}

ergeben sich mit der Parametrisierung iiber Kugelkoordinaten

X1 cos p cos f o

xo» | =r| singpcosf fir (,0) € [0,27] x {——, —]
: 2° 2
X3 sinf
die Beziehungen

Op —sin p cos 6 Ip —C?SQOS.IHQ

a—zr cos  cos 6 und %:r —sinysinf
14 0 cos 6

Daraus folgt
E=r’cos’d, F=0, G=r?
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Fortsetzung des Beispiels.

Mit
E=r’cos’d, F=0, G=r?

folgt aus der Beziehung

=V EG — F2 d(ul, U2)

daher
T

do = r? cosf d(p,0) fir (¢, 0) € [0,27] % [_5’ E}

Wir kénnen nun die Oberflache der Sphare wie folgt berechnen.

w/2 2w
0O = /do—/ / r?cosd dy df
S2 w/2J0

/2

— 27r%sind — 4712

—7/2
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Oberflachenintegrale erster und zweiter Art.

Definition: Sei x = p(u) eine C1~Parametrisierung einer Fliche
F = p(K), wobei K C D kompakt, messbar und zusammenhangend ist.

@ Fiir eine stetige Funktion f : F — R ist das Oberflachenintegral 1.
Art definiert durch

f(x)do :=
/F (X) © H8u1 8u2

e Fiir ein stetiges Vektorfeld f : F — R3 ist das Oberflachenintegral 2.
Art definiert durch

/Ff(x) do := /K <f(p(u)), 88—:1 X 88—:1)2> du

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis Ill fiir Ingenieure 172 / 182



Alternative Darstellung fiir Oberflachenintegrale.

Andere Darstellungen des Oberflachenintegrals 2. Art

Der Einheitsnormalenvektor n(x) auf der Flache F ist gegeben durch

9 9P
ouy  Oup
9 b

8u1 8u2

n(x) = n(p(u)) = |

Wir schreiben daher auch

/Ff(x) do — /K<f(p(u)),§—z . g—;> du

op op
= f n — X —|| d
[ #to).ntea) | 52 x 72 a
— [ {fG.n(x)) do
F
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Interpretation der Oberflachenintegrale.

Bemerkung:

@ Ist f(x) die Dichte einer massenbelegten Fliche, so liefert das Integral
1. Art gerade die Gesamtmasse der Flache.

o Ist f(x) ein Geschwindigkeitsfeld einer stationaren Strémung, so liefert
das Integral 2. Art die Fliissigkeitsmenge, die pro Zeiteinheit durch die
Flache F stromt, d.h. den Fluss von f(x) durch die Flache F.

@ Ist F eine geschlossene Flache, d.h. die Oberflachen eines kompakten
und einfach zusammenhingenden Koérpers im R3, so schreiben wir

7}{ f(x) do bzw. 7}{ f(x) do

Die Parametrisierung ist dabei so gewahlt, dass der
Einheitsnormalenvektor n(x) nach auBen weist.
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Der Integralsatz von GauB.

Satz: (Integralsatz von GauB) Sei G C R3 ein kompakter und messbarer
Standardbereich, d.h. G sei beziiglich jeder Koordinate projizierbar. Der
Rand OG bestehe aus endlich vielen glatten Flachenstiicken mit duBerer
Normale n(x).

Ist f : D — R3 ein C!-Vektorfeld mit G C D, so gilt

/Gdiv f(x) dx = ]gG f(x) do

Interpretation des Gaullschen Integralsatzes: Die linke Seite ist ein
Bereichsintegral iiber die skalare Funktion g(x) := div f(x). Die rechte
Seite ist ein Oberflachenintegral 2. Art beziiglich des Vektorfeldes f(x). Ist
f(x) das Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen Strémung, so gilt

div f(x) = 0 und daher
j{ f(x)do =0
0G
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Beispiel.

Wir betrachten das Vektorfeld
f(x) =x = (x1,x2,x3) "
und die Kugel K:
K= {(x1,x0,x3)T €R3| x? + x5+ x5 <1}

Dann gilt offensichtlich
div f(x) =3
und damit
/ div f(x) dx = 3 - vol(K) = 4=
K

Das entsprechende Oberflachenintegral 138t sich am besten durch
Ubergang auf Kugelkoordinaten, d.h. durch die Parametrisierung der Kugel
mit Kugelkoordinaten, berechnen.
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Die Formeln von Green.

Satz: (Formeln von Green) Die Menge G C R3 erfiille die
Voraussetzungen des GauBschen Integralsatzes. Fiir C>~Funktionen
f.g:D— R, GCD, gelten dann die Relationen:

/(ng+<Vf,Vg>)dx - f % 4o
G oG On

B og of
/G(ng—gAf)dx = }éc( %—g%) do

Hierbei bezeichnet

of ,
%(x) = Dy f(x) firx € 0G

die Richtungsableitung von f(x) in Richtung des duBeren
Einheitsnormalenvektors n(x).
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Beweis der Greenschen Formeln.
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Wir setzen

F(x) = f(x) - Vg(x)
Dann gilt

VFo) — O (f. 08N, 0 (; 08\, 0 (; %8
dIVF(X) B 8X1 <f 8X1>+8X2 <f 8X2>+8X3 (f 8X3)

= f-Ag+(Vf,Vg)

Wir wenden nun den GauBschen Integralsatz an:

/G(ng+<Vf,Vg>)dx = /GdivF(x)dx:j{ (F,n) do

oG

g
= f(Vg,n do:]{ f— do
j{ac < ! oc On

Die zweite Greensche Formel folgt direkt durch Vertauschen von f und g.

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis Ill fiir Ingenieure

178 / 182



Der Integralsatz von Stokes.

Satz: (Integralsatz von Stokes)

Sei f: D — R3 ein C'-Vektorfeld auf einem Gebiet D C R3.

Weiter sei F = p(K) eine Flache in D, F C D, mit der Parametrisierung
x = p(u), u € R? und K C R? sei ein Greenscher Bereich.

Der Rand 9K werde durch eine stiickweise glatte C!-Kurve ¢
parametrisiert, deren Bild €(t) := p(c(t)) dann den Rand OF der Fliche F
parametrisiert.

Die Orientierung der Randkurve €(t) sei hierbei so gewahlt, dass
n(c(t)) x €(t) in Richtung der Flache weist.

Dann gilt
/ rot f(x) do = 74 f(x) dx
F OF
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Beispiel.

Gegeben sei das Vektorfeld

f(X7)/7Z) — (_.)/7X7 _Z)T

und die geschlossene Kurve c : [0, 27] — R3 sei parametrisiert durch
c(t) = (cost,sint,0)" fir0 <t <2rm

Dann gilt:

74 f(x)dx — /O " U(c(t), (1) dt
o —sint —sint
= / < cost , cost >dt
0 0 0

21
= / (sin® t + cos® t) dt = 27
0
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Fortsetzung des Beispiels.

Wir definieren nun eine Fliche F C R3, die durch die Kurve c(t) berandet
wird:

X COS (» COS 1)
y | = | sinpcosyp | =:p(p,v)
z sin

mit (,1) € K =[0,2x] x [0,7/2], d.h. die Flache F ist gerade die obere
Kugelhalfte.

Der Integralsatz von Stokes besagt nun:

/Frotf(x) do = 7{:8Ff(x) dx

Wir haben bereits die rechte Seite, ein Kurvenintegral 2. Art, berechnet:

]{ f(x) dx =27
c=0F

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis Ill fiir Ingenieure 181 / 182

Komplettierung des Beispiels.

Es bleibt also das Oberflachenintegral 2. Art:

/Frotf(x)do:/K<rotf( (¢, w)) 9p §Z> dpdi)

Beachte: Die rechte Seite ist ein Bereichsintegral.

Man rechnet rot f(x) = (0,0,2)7 direkt nach, sowie

8p 8p cos cos22 (0
% a¢ sin (o cos” Y
Y sin 1) cos 1

Daraus folgt:
w/2 27 /2
/ rot f(x) do = / / 2sin cosy dpdy = 27r/ sin(2y) dy =27
F 0 0 0
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