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Aufgabe 1: Durch die Relation

glzy) = o' —a® +y* = 0

ist eine Kurve im R? implizit gegeben.

Bestimmen Sie die Symmetrien dieser Kurve, die singuldren Punkte (+ Klassifikation) und
die Kurvenpunkte mit horizontaler bzw. vertikaler Tangente. Bestimmen Sie auch die Stei-
gungen der Kurve in den singulédren Punkten und skizzieren Sie die Kurve mittels MATLAB.

Aufgabe 2: Gegeben sei  F(z,y) =z +y* +8zy =0.

a) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen, dass F'(x,y) in der Ndhe von
(w0, y0)T := (2,—2)T nach y aufgeldst werden kann. Das heifit, dass es eine Funktion
g(x) mit g(2) = —2 gibt, so dass in geeigneten Umgebungen von xy bzw. yo folgende
Aquivalenz gilt

Faz,y) =0 <=y =g(z).

b) Berechnen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades der Funktion ¢ aus Teil a) zum

Entwicklungspunkt zq = 2. (Hinweis : implizite Differentiation)

c¢) Sei T, das Polynom aus Teil b). Berechnen Sie 75(2.1) und F(2.1, T5(2.1)) . Alterna-
tiv: Skizzieren Sie Tj, T» und g. Letzteres kann man in Matlab wie folgt erreichen:

Nach geeigneter Definition von = und y

z= X.74 +y."4 +8xx.%*y ;
contour(x,y,z, [0 0])

Aufgabe 3: Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen, dass die Losungs-
menge von
flz,y,2) = (2 —2e"¥)2+2=0

in einer Umgebung des Punktes Py := (0,0, 20)7 := (0,1,1)7 eine Fliche im R? bildet.
Nach welcher(n) Variablen kann nach dem Satz iiber implizite Funktionen aufgeldst werden?

Bestimmen Sie die Tangentialebene an diese Fliche im Punkt (0,1,1)7.
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Aufgabe 4: Das folgende nichtlineare Gleichungssystem taucht im Zusammenhang mit der
Diskretisierung einer exothermen Reaktion auf:

2uy — ug = Acosh(uy)

2U2 — Uy = )\COSh(Ug)

wobei ui,us, A € R gelte. Man ist besonders an maximalen A—Werten und sogenannten
Umkehr— bzw. Verzweigungspunkten (s. unten) interessiert.

Offensichtlich wird das System durch (Ao, (u1)o, (u2)o) = (0,0,0) gelost.

a)

Zeigen Sie, dass es eine Umgebung (—e¢,€) von Ag = 0 gibt, so dass das Gleichungs-
system fiir alle A\ € (—¢,¢) eine in einer Umgebung von (0,0)7 € R? eindeutige, von
A abhiingige Losung (ug(N), ug(N))? mit (ug(0),uz(0))T = (0,0)T besitzt, die stetig
nach A differenzierbar ist.

Zeigen Sie, dass der lokale Losungsast aus a) sich auch durch u; oder wuy parametri-
sieren lasst.

Berechnen Sie eine Approximation von (uj()),ug(\))? fiir kleine |\|~Werte, indem
Sie durch Differenzieren der Gleichungen

2uy(A) — uz(A) = Acosh(ug(N))
2us(A) — ui(A) = Acosh(uz(N))

die Ableitungen (u1(A))’, (uz(N))" bei A = 0 berechnen und die Taylorpolynome ersten
Grades fiir u;(A\) und wus(\) aufstellen.

Motiviert durch Teil ¢) und die Symmetrien im Gleichungssystem liegt die Vermutung
nahe, dass fiir den betrachteten Losungszweig ui(A) = ug(A) gilt. Uberzeugen Sie sich
davon, dass im Fall u; = uy das System auf die Gleichung

g\, u) :=u— Acosh(u) =0

reduziert werden kann. Diese Gleichung kann eindeutig nach A auflost werden und
u
liefert A(u) = .
() cosh(u)
Zeigen Sie, dass (A(u),u,u)” in der Nidhe von Null tatsichlich ein Losungsast des
nichtlinearen Gleichungssystems ist, und dass dieser Ast mit dem in Teil a) nach A
parametrisierten Ast (nahe Null) {ibereinstimmen muss.

Berechnen Sie Ndherungen fiir die A -Umkehrpunkte. In diesen Punkten hat die durch
g(A\,u) =0 gegebene Kurve eine vertikale Tangente, sofern man wie iiblich das Koor-
dinatensystem so wéhlt, dass die erste Variable horizontal und die zweite vertikal ab-
getragen wird. Stellen Sie die Bestimmungsgleichung fiir die entsprechenden u—Werte
auf, und benutzen Sie z.B. ein Fixpunktverfahren mit Startwert u = 1.
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