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Eigenschaften des Kurvenintegrals 2. Art:

Daraus folgt:
1) Linearitat:

A w ; ; i (c(ti))(e;(tip1) — c(t:) /(af(x)+ﬁg(x))d}(=a/f(x)dx+;3/g(x)dx
= ]ZI Eo File(t)ej(mig) (tipa — ) 2) Esgilt: $a = b
Flr eine Folge von Zerlegungen Z mit ||Z|| — O konvergiert die LZ—L ch(X)dX - 7-C[f(x)dx <@ by = o6
linke Seite gegen das oben definierte Kurvenintegral 2. Art. wobei (—c)(£) 1= clb+a—1),a <t <b (:C )6) i c.asl -2 (é/
Bemerkung: 3) Es gilt

Fir eine geschlossene Kurve c(t), d.h. c(a) = c(b), schreibt man
das Kurvenintegral auch als

f f(x)dx:/f(x)dx+/f(x)dx

c1ter

f £(x) dx _ .
J wobei der Endpunkt von ¢4 der Anfangspunkt von c5 ist.
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Beispiel:  Wir betrachten das Vektorfeld

£(z,y) =:£21T312(7y ) (z,y)" € D =R\ {0}

x

Fir den Einheitskreis c(t) := (cost,sint)?, 0 < t < 2, findet
man:
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ist eine hinreichende Bedingung, falls das Gebiet D einfach
zusammenhangend ist, d.h. keine “Lécher” enthalt.
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Beispiel: Firx = B3 sei
100 =~y
c(t) = (cost,sin t,at)T, 0<t<2r
Dann berechnet man
/f(x) dx = /(7yd1' + ady + 22dz)
e e
2r
= f(—sin £)(—sint) + costcost + a2t2a) dt
0

N\

= 7(1+a3t2)dt .
0
= 27r+§(27r)3 In
SO (5t e, <) e
_p(c@’] ) T ('%4; 5‘”"1/“}‘}1)
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Definition: st u(x) ein Geschwindigkeitsfeld eines strémenden
Mediums, so nennt man das Kurvenintegral §, u(x)dx entlang einer
geschlossenen

Kurve auch die Zirkulation des Feldes u(x).

Beispiel:

Fir das Feld u(z,y) = (y,O)T & B2 erhalt man langs der Kurve
c(t) = (rcost,1 +rsint)T, 0 < t < 2r die Zirkulation

27

fu(x)dx = f(1+rsint)(—rsint)dt
c 0
27

= /(—rsintfﬂsin?t)dt
0

2 2r
T -
= [rcost - E(t —snntcost)} = —ar

CQ} = (—n S1at, nLn’f)
v(c#) = (/Hrukvl, O)
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Definition:

Ein stetiges Vektorfeld f(x), x € D C R", heiflt wirbelfrei, falls
dessen Kurvenintegral langs aller geschlossenen, stiickweise C1—
Kurven c(t) in D verschwindet, d.h.

Ve o ff(x)dx=o

Bemerkung: Ein Vektorfeld ist genau dann wirbelfrei, wenn der
Wert des Kurvenintegrals [.f(x)dx nur vom Anfangs— und End-
punkt des Weges, jedoch nicht vom konkreten Verlauf der Kurve
c abhangt.

Man sagt: das Kurvenintegral ist wegunabhéangig.

Frage:
Welche Kriterien fir das Vektorfeld f(x) garantieren die Wegun-
abhangigkeit des Kurvenintegrals?
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Definition:
Eine Teilmenge D C R™ heilt zusammenhéangend, falls je zwei
Punkte in D durch eine stiickweise C1-Kurve verbunden werden
koénnen:

vx®y%eD : 3ci[ab] =D : c(a) =x A c(b) =40
Eine offene und zusammenhangende Menge D C R nennt man
auch ein Gebiet in R".
Bemerkung:

Eine offene Menge D < R" ist genau dann nicht zusam-
menhangend, wenn es disjunkte, offene Mengen U;, Us < R" gibt
mit

UynD#0, UnDz=0, DCU Ul

@ l 2.,
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Definition:

Sei f : D — R™ ein Vektorfeld auf einem Gebiet D C R™. Das
Vektorfeld nennt man ein Gradientenfeld, falls es eine skalare -
Funktion ¢ : D — R gibt mit
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Multipliziert man diese Beziehung mit x, so folgt:

miE, %) + (VU (), %) = % (%muxu? + U(x)) =0

=5 ‘vlfé @@ F.
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f(x) = Ve(x)
Die Funktion ©(x) heilt dann Stammfunktion oder Potential von
f(x).
Bemerkung:
Ein Massenpunkt bewege sich in einem konservativen Kraftfeld
K(x),
d.h. K besitzt ein Potential (x).
Dannist U(x) = —¢(x) gerade die potentielle Energie:
K(x) =mx = -VU(x)
Adwl o g R} 148
mx Y 4+ UXCM))( =0 = dtl{w%i “ Ué"y
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Multipliziert man diese Beziehung mit X, so folgt:
L
2
E =- \7%5 bg' F
f=-v -
i fr r

foor - g{fc Col L

B % e )

d . .
)+ (VU (x),%) = E( mi%(2 + U (x)) —0
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Hauptsatz fur Kurvenintegrale:
Sei D C R™ ein Gebiet und f(x) ein stetiges Vektorfeld auf D.
1) Besitzt f(x) ein Potential (x), so gilt fir alle stlckweisen
Cl-Kurven c : [a,b] — D:
[ 160 dx = p(e(®)) = p(e(a)
Insbesondere ist das Kurvenintegral wegunabhangig und f(x)
ist wirbelfrei.
2) Umgekehrt gilt: Ist f(x) wirbelfrei, so besitzt f(x) ein Potential
P(x).
Ist x° £ D ein fester Punkt, und bezeichnet cx (fir x € D)

eine beliebige, die Punkte x° und x verbindende stiickweise
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Beispiel:

Das zentrale Kraftfeld
K(x) = Sl
FE *
besitzt das Potential M
7 1 2 oy ays A P°1L°t"’?
Ux)=-——=—(a1+a3+23)" " -
Tl Fors
Denn es gilt:
VU = (of + 2B+ 222w =
x

Fir die langs einer stickweisen Cl1—Kurve ¢ : [a,b] — B3\ {0}

geleistete Arbeit gilt dann:
1 1
dx = —
(I c(a)] | f(b)\l)
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=
Beispiel: B\

Das zentrale Kraftfeld

K6 = '”f”i
besitzt das Potential ) /48 . ,bj e
Ue) =~ = —(e} + o +23)7Y2 -
Denn es gilt:
VU(x) = (23 + 23 + 23)"2(a,p.2)7 = @

Fiir die langs einer stiickweisen C1-Kurve ¢ : [a,b] — B3\ {0}
geleistete Arbeit gilt dann:

1 1
A= [ K(x)dx = B
A= [Keax (Hc(a)H ||c<b>u)
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