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Definition:

1) Eine Teilmenge D < R? heiRt ein Normalbereich, falls es ste-/ /
tige Funktionen g, h bzw. g, h gibt mit Y
4,

D={(zy) :asxz<bAglx) <y h(a)}

S

bzw. “ I
D={(xy) 1 a<y<bAgly) <=<h(y)} A
2) Analog heiRt eine Teilmenge D C R3 ein Normalbereich, falls .@l
es eine Darstellung o
D = {(e1,22,03) ta<m<b A ga) < 2y < i) .
A (i) < o < Planay) ) LN

gibt mit einer Permutation (4,3, k) von (1,2,3) und stetigen
Funktionen g, h, o und 1.
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2) Haufig 1Rt sich der Integrationsbereich D als Vereinigung end-
lich vieler Normalbereiche darstellen. Solche Bereich sind dann
ebenfalls messbar.
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Nadh X
Definition: (Fortsetzung) (’ é
3) Eine Teilmenge D < R™ heilt projizierbar in Richtung x;,
i€ {1,.... n}, falls es eine messbare Menge B < R"~1 und ¥ A
stetige Funktionen ¢, v gibt, so dass P
Vi)
D={xeR": % = (21,...,01,%i41:---,22) € B
A () < 2y < (R) ) ;
Bemerkung: L““’L
L . L l«\&()" X
1) Projizierbare Mengen sind stets messbar. Damit sind auch alle L
Normalbereiche messbar, denn sie sind projizierbar. r

=

Jan 6-12:49

Beispiel: Gegeben sei die Funktion

flz,y) ==z+2y

Berechne das Integral liber der durch zwei Parabeln begrenzten
Flache

D:={(z,y) : -1<z<1 /\12:1/\_/2712}
Die Menge D ist ein Normalbereich und f(a,y) ist stetig:

2

1 [2-x 1 ‘
/f(a\y)a‘.x = / / (x +2y)dy | de = /‘ ['rl""!lzli;lgdr
D 21\ 2 A

1

= [@2-)+@-e?-a® N
Z1
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Beispiel: Zu berechnen ist das Volumen des Rotationsparabolo-
ids:

Vi={(z.y.2)T 1 2242 <1A22442<2<1)
Darstellung von V' als Normalbereich
Vi={(z,9.2)T

“1<a<1 A —y1-2?<y<y1-22 A 22442 <2<1)

“AfVEAA»{;?sxgmA "/

Damit gilt:
1 1—x 1 vV 1—..!5
vol(V) = [ / / dzdydz = f / (1 - 22 — y)dyds
-1 -V .1—15124‘1/2 -1y .].—.rf

127

Jan 6-13:11



anlll_06.01.10.notebook

January 06, 2010

Beispiel: Zu berechnen ist das Volumen des Rotationsparabolo-
ids:

Vi={(zy2) 2242 <1 2242 <2< 1)
Darstellung von V' als Normalbereich
V= {_(a:,y,z)T

“1<2<1 A —J1-a?<y<yl—a® A 224y <z<1)

Damit gilt:
1 Vie? 1 1 Vi-a?
vol(V) = / / /Adzdydx= / / (1 - 22 — y)dyde
——— = ‘1,_,:2.7:2‘4»?2 _‘17\/‘177
127
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Integration tber allgemeine Integrationsbereiche
Sei D C R™ eine kompakte und messbare Menge.

Man nennt Z = {Dj,..., Dy} eine allgemeine Zerlegung von
D, falls die Mengen D} kompakt, messbar und zusammenhangend
sind und

m
UDpi=D und VL;:J‘:DPHI)?:W
i=1

A
gelten.

Ferner heiBt
diamD;:=sup{|x—y| : x,y €D}
der Durchmesser der Menge D; und

[[Z]] := max{diamD; : j=1,..., m}
die Feinheit der allgemeinen Zerlegung Z.
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Anwendungen der Bereichsintegrale auf die Berechnung von
Schwerpunkten oder Tragheitsmomenten von Flachen und Korpern.

A) Schwerpunkt einer Flache oder eines Kérpers:
Definition:
Sei D  R? (bzw. R3) eine messbare Menge, p(x), x € D, eine

vorgegebene Massendichte. Dann ist der Schwerpunkt der Flache
(bzw. des Kérpers) D gegeben durch

. Jp p(x)xdx

ST Ipp(xdx
Das Zahlerintegral (Uber eine vektorwertige Funktion) ist hierbei ko-
ordinatenweise zu berechnen. Ry

gy
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Beispiel: Zu berechnen ist der Schwerpunkt der Pyramide P:

P:={(r‘y,z)T - max(lyl, |2]) < 25 ogxgh}

- 2K
Unter der Annahme konstanter Dichte berechnen wir das Volumen
von P: 5 =/ AT

vol(P) =

Jan 6-13:28

Jan 6-13:32

B) Tragheitsmomente von Flachen oder Korpern:
Definition: (Tragheitsmoment beziglich einer Achse)
Sei D  R2 (bzw. R3) eine messbare Menge, p(x) bezeichne fiir

x € D eine Massendichte und r(x) den Abstand des Punktes x
D von einer vorgegebenen Drehachse.

Dann besitzt D bezliglich dieser Achse das Tragheitsmoment

133

m
Gpchse = [ pCOrZ(x)dx fo
D My
Beispiel: Gegeben sei der homogene Zylinder Z:
Z = { (J:,y,z)T 22 +y2 < 1‘2,—l/2 <z< 1/2}
Wir berechnen das Tragheitsmoment bezlglich der z—Achse:
©4nchse = [ (v +:P)d(x.4.2) .

4 2“”‘5 by
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Transformationssatz:

Dies verallgemeinert die Substitutionsregel aus Analysis Il

Satz:

Sei ® : U — R", U c R" offen, eine C1-Abbildung. D C U sei
eine

kompakte, messbare Menge, so dass & auf DO einen ¢1-
Diffeomorphismus bildet.

Dann ist auch & (D) kompakt und messbar, und fir jede stetige

Funktion f : ®(LD) — R gilt: nweD
/ F(x)dx = /f(¢(u)) |det I (u)| du xeq O
(D) D
Bemerkung:

Man beachte, dass im Transformationssatz die Bijektivitat von & nur

Lﬁj{ﬁ‘““ ) 5{(%/)) ki

hes @
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Bespiel: Berechne den Schwerpunkt eines homogenen Kugelok-
tanten:

V={(@yz) 12?+y?+22<1 A2yz2>0)

Hier ist es einfacher den Schwerpunkt in Kugelkoordinaten zu be-
rechnen:

x 7 COS ¢ COS Y
y | = | rsinpcosy | = d(r )
z rsiny

Die Transformation ist auf ganz R3 definiert und mit /
/
D =[0,1] x [o,g x [O,g Ornoslen '/

git &(D) = V. n q “t
Weiter ist ® auf der offenen Menge DO ein (31—Diﬁeomorphismus
136

und

detJ®(r, p,v) = 2 cos

d\r)l.{kﬁ%' —ILS“T*wa‘—/“
Sy ey Aty b
dr |77 /
Swf 0
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Beispiel: Der Steinersche Satz
Fir das Trégheitsmoment eines homogenen Kérpers K mit Ge-
samtmasse m gilt bezliglich einer vorgegebenen Drehachse A

o, =md’ + 065

Hierbei ist S die zu A parallele Achse durch den Schwerpunkt xs
des Korpers K und d der Abstand des Schwerpunktes x, von der
Achse A.

Idee zur Herleitung: Setze x := ®(u) = x, + u. Dann gilt:

Q4 = p /((x,_\') — (x,a)D)dx
K

p (e + x4 1) = (x4 u,0)?)dx

8y D
GG

&,
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