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Beispiel: Man bestimme die lokalen Extremwerte der Funktion

Foy,2) =20+ 3y + 22 n=3
auf dem Durchschnitt des Zylinders
Z = {(;r.y,z)T eR3 2?2442 = 2}
=<

mit der Ebene

E:= {(I,y.z)T eR®:a4:=1)}
Umformulierung: Bestimme die Extremwerte de
f(x,y,z) unter den Nebenbedingungen

gi(z,y,2) = 2%+ 42

g2(z,y,2) =

Funktion
f
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Beispiel: (Fortsetzung)

2%3
2z 2y 0 Q’P J <! W
Jg(x) = i
1 01 &9r=o
hat den Rang 2, d.h. wir kdnnen Uber die Lagrange—Funktion Ex-
tremwerte bestimmen:
F(z,y,2) =20+ 3y+2z+ (@2 +3°—2)+ As(@+2-1)

Die notwendige Bedingung ergibt das nichtlineare Gleichungssy-
stem

Die Jacobi—-Matrix

2420z+Xd = 0
?ulfcw = 3420y = 0

24X = 0
97
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Beispiel: (Fortsetzung)

2+ Dqzt+dy = 0 = 2AX=
3420y = 0 )4%0
2tX =0
4y = 2 Yti ¢
4z = 1 2=

Aus der ersten und dritten Gleichung folgt
2\ =0

Aus der zweiten Gleichung folgt A; = 0, also @ = 0.
Damit ergeben sich die moglichen Extremwerte als

(z,y,2) = (0,vV2,1) (a,y,2) = (0,—v2,1)

98

Bemerkung:
1) Notwendige Bedingung zweiter Ordnung
Ist x° € D ein lokales Minimum von f(x) unter der Nebenbe-
dingung g(x) = 0, ist die Regularitatsbedingung erflllt und
sind Aq,..., Am zugehorige Lagrange—Multiplikatoren, so ist

die Hesse—Matrix HF(XDQ der Lagrange—Funktion positiv se-

_midefinit auf dem Tangentialraum

TG(x) = {y eR" : gradg;(x°) -y =0,i=1,...,m}

d.h., es gilt

vT HF(x®) y>0 vyeTGEO)

92
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Beispiel: (Fortsetzung)
Die Hesse—Matrix im Punkt x0 = 0 lautet

wo=(9 5)

und ist indefinit. Daher ist x° ein Sattelpunkt.
Die Extrema der Funktion missen also auf dem Rand liegen, der
ein Gleichungsnebenbedingung darstellt: 2
_ o242 _ h=
g(z,y) =z 4+y°—-1=0 -
Wir suchen also die Extremwerte von f(z,y) = wy unter der
Nebenbedingung g(z,y) = 0.

Die Lagrange—Funktion lautet

F(a,y) =2y + A@? + 42 - 1)
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Die Lagrange—-Funktion:

Wir definieren folgende erweiterte Funktion F'(x):
m /\T_ &
PG =00+ 3 gt = )4 A
i=1

und suchen die Extremwerte von F(x) fir festes
A=, a7
Die Zahlen A;, 7 = 1,..., m hennt man Lagrange—
Multiplikatoren.
Satz: (Lagrange-Lemma)
Minimiert (bzw. maximiert) x0 die Lagrange—Funktion F(x) (furein
festes A) Giber D und gilt g(x%) = 0, so liefert x° zugleich das Mini-
mum (bzw. Maximum) von f(x) iber G := {x € D : g(x) = 0}.
Beweis: Fir ein beliebiges x € D gilt nach Vorausetzung

FE) = 16 +a7g(x0) < 1) + ATg(x) = F)

o -

e =0 85

= 1C(o(ﬂ; < qfée

Bemerkung:
Sind fundg;,i=1,...,m, Cl-Funktionen, so ist eine notwendige

Bedingung fiir eine Extremstelle x° von F(x) gegeben durch

cf;/ml Flx) = grad f(x) + zm: Marad g;(x) = 07 n

i=1
Zusammen mit den Nebenbedinungen g(x) = 0 ergibt sich ein

(nichtlineares) Gleichungssystem mit meichungen und
(n+m) Unbekanntené}und@

Die Lésungen (x9,1\2) sind die Kandidaten fir die gesuchten Ex-
tremstellen (Notwendige Bedingung).

Alternativ: Definiere eine Langrange—Funktion

m
G(x,A) i= f(x) + 3 Xigi(x)
i=1
und suche die Extremstellen von G(x, A) bezlglich x und A.
86
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