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Satz Uber implizite Funktionen:

Seig:D— eine C1-Funktion, D C R" offen.
Die Variablenin D seien (x,y) mit x € R"~™ und y € R™. Der
Punkt (x2,¥9) € D sei eine Lésung von g(x?,y0) = 0.
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Qon(x0,y0) .. Dom(x0,y0)
regular ist, gibt es Umgebungen U von x und V von y°, U<V < D
und eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Funktion f :

U — V mit y;lc&/

i s(x.£()) =0 (7 £ 0)
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Beispiele: V=t =]

1) Fir die Kreisgleichung g(z,y) = 22 +32—-r2=0, r>0

findet % 2o, 2p .2

man im Punkt (29, 4°) = (0,r) o5

v

99 99
—(0,7) =0, —(0O,r)=2 0
52O =0, Fi0n) =2
Man kann also in einer Umgebung von (0, ) die Kreisgleichung
nach y auflésen: k4
J@)=yr?-2?

Die Ableitung f/(x) kann man durch implizite Diffentiation be-
rechnen:

g(z,y) =0 = gu(z,y) +au(@.v)y () =0
25 4 27 7/ =0 7
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Beispiele: (Fortsetzung)
2) Betrachte die Gleichung
g(z,y) =’ " +3y+2°-1=0
Es gilt:

?—g(z,y)ze—"’T+3>0 vYreR
dy

Die Gleichung ist also fir jedes z € R nach y =: f(z)
auflésbar und f(x) ist eine stetig differenzierbare Funktion.

Implizite Differentiation: ,
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Eine explizite Auflosung nach y istin diesem Fall nicht moglich!
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Bemerkung: Implizites Differenzieren einer durch
{/)(X (fxx +§>(yf)f>’ ﬁ?%@ﬂ*?}’\ﬂ[/ ey —o. %9 o 2= 2x
= ___//—\ Cy =0, d—y 1 R
f (X/W[b(/ implizit definierten Funktion y = f(z). z,y € R ergibt: ng‘l -
r@ = " =2
fex f tgx% 2 P pox PP ” o) s—m 2 ¢
£ g — e
Daher ist der Punkt 20 ein stationarer Punkt von f(z), falls gilt:

,\s’if\(;uljyr(ﬂ”-yo) =0 und gy(2%3% #0
= I — Weiter ist z¥ ein lokales Maximum (bzw. Minimum), falls

.0 .0 0,0
g (2, y )>O (bzw gra(z®, ¥/ )<O)

9y(29,39) " gu(20,y%)
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1) Gilt fiir einen regularen Punkt zo, 0 2
) g ( y)/y/:_&(:D >,
ey sodule Poble whe Tpt = s
W so besitzt die Lésungskurve eine horizontale Tangente in x°. .

(v9) = X9t .
2) Gilt fiir einen regularen Punkt (z°, y®) > hedh *}“"%r;"’ ¢ (o/o) sy ’,
00 £0, @) =0~ X = 'ff} =° . J

so besitzt die Lésungskurve eine vertikale Tangente in x0.
© vorimae “angen™

3) Ist x0 ein singularer Punkt so wird die Lésungsmenge bei x9
X ingufarer Funkt
durch folgende quadratische Gleichung approximiert:

922 (x0) (2-2°) 24202y (x0) (2—2°) (Y1) + 95y 0) (y—1°)2 = 0
0= ploye) + g o) (ens) 4 e /G-1 5+
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Beispiele: Wir betrachten jeweils den singularen Punkt x0:
1) Gegeben sei die implizite Gleichung
9(z,y) =y’ (@ - 1) +2°(z-2) =0
Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:

g = v>+32° -4z (O/ ) Shep. P

Beispiele: (Fortsetzung)
2) Gegeben sei die implizite Gleichung
9(.) =@ - 1) +22 (@ +4) =0
Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2.

gy = 2y(z-1) g = y*+ 327 + 2297 (0/0) <V
= gy = 2y(z-1)
ez = 6r—4 5
grr = 6x+2q
Yoy = 2 gy = 2y W
g = 2(x—1) W g = 2(z—1)
-4 0 _ (27 o
Ho(0) = ( 4 72) . oo = (24 9)

. - Also istx0 = 0 fiir g # O ein Doppelpunkt.
Also ist x? = 0 ein isolierter Punkt.
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Beispiele: (Fortsetzung)
3) Gegeben sei die implizite Gleichung
gz ) =v*(z-1)+2*=0
Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:
g = y?+ 322
gy = 2y(z—1)

Gez = 6z
gzy = 2y
gyy = 2(z—1)

Hg(0) = (8 73)

Also ist xO = 0 ein Riickkehrpunkt.
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Implizite Darstellung von Flachen

Losungsmenge einer skalaren Gleichung g(z,y,2) = 0 ist fir
grad g #= 07 lokal eine Flache im R3.

Tangentialebene in x° mit g(x°) = 0 und grad g(x°) = 07"
0r(x) (2 — 2°) + gy (x°)(y - 1°) + 0:x°) e~ 20) = 0| = }’MJ}

d.h. der Gradient steht senkrecht auf der Flache g(z,y,z) = 0. y«‘

Ist zum Beispiel g:(xu) ;t[,]so gibt es lokal bei x0 eine Darstellung
der Form

= f(z,y)

Partielle Ableitungen von f(z,y):

1 x gy
grad £(2,4) = (fe. fy) = ——(92,99) = (—g—,g—-’)
9z 9z gz

lion )= N o
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Das Umkehrproblem

Frage: Lasst sich ein vorgegebenes Gleichungssystem

mitf : D — R", D C R" offen, nach x auflésen, also invertieren?

Umgebungen U und V' von x~ und
Bereich U bijektiv auf / abbildet.

Die Umkehrfunktion f=1 : V' — U ist ebenfalls eine C1-Funktion
und es gilt fir alle x € U:

Bemerkung: Man nennt dain £ lokal einen Cl-Diffeomorphismus.
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