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Satz von Taylor:

Sei D  R” offen und konvex, f : D — R eine ¢+ 1-Funktion
und seixg € D.

Dann gilt fiir alle x € D die folgenden Entwicklung nach Taylor:

F(x) () Tl x0) + Rm(x;%0)

Tm(x;x0) = 3. L(XG)(x xg)*

la|<m

Run(x:x0) = b @(x x0)®

|la|=m+1
mit einem geeigneten 6 € (0, 1).

m+4 1.

F@di f@ +2~ 31[&’@/)/) > 48+F2-

12)=2 ()=
To

Beachte: Summation Uber || < m und |a| =

Herleitung der Taylorformel:
Wir definieren eine skalare Funktion einer Variablen ¢ € [0, 1] als

gla)=L" o0 =iotix-x)  g6)=fe)
und berechnen die Taylor—Entwicklung um ¢t = 0. é’ (4 '][é()
Es gilt: Adr~ T"?’('\
&) =9(1) =g(@)+ (@) (1-0)+20"(©)- (1 - 02,
Berechnung vgn 4'(0):

£<(0,1)

q'(0)

d
2/ @1+ a1 —aR), a5 + taz — 29), ... @l + tan — 20)) im0
D1f(x0)(x1 = 29) + ...+ Dnf (xo) (an = 23)
D*
5 f(xo)(
|la|=1

Z-T{,‘ p/f‘ﬁi(fj)/ = ?&/{(x&?‘(x%/}‘(,\é%)
et Y=o <o
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Beispiel:

Berechne das Taylor—Polynom T5(x; xg) zweiten Grades der Funk-

tion
Z flru,2) =92 Siﬁ-@

zum Entwicklungspunkt (z,v,2) = (1,2,0)7.

Zur Berechnung von T5(x; xq) benodtigen wir die partiellen Ablei-
tungen bis zur zweiten Ordnung.

Diese Ableitungen miissen am Punkt (z,y,z) = (1,2,0)7 ausge-
wertet werden.

Als Ergebnis erhalt man T5(x; xg) in der Form

Ta(xix0) = 4z(z +y — 2)

Berechnung auf Folie
Ta) = o Ya + ﬁ((y-m#i/(y,z};‘{zﬁ/h-z
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Beispiel:

Man berechne das Taylor—Polynom T3(x;xg) dritten Grades der

Funktion
f(z,y) = €Y cosz

zum Entwicklungpunkt xg = (0,0)7:
1) unter Verwendung des Taylorschen Satzes,
2) unter Verwendung bekannter Reihenentwicklungen.

Berechnung auf Folie 2
(y7) (A—Py +¥ +_}J(/j,b()
=ty +§__X‘ +% —\/X1 2

Th T, T3
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Bemerkung: (Fortsetzung)

2) Man nennt die Matrix
Jrrz1(x0) ... fryan(x0)
Hf(xp) = : :
Srany(X0) .. frar.(x0)
die Hesse—Matrix von f(x) im Punkt xg.
Hesse—Matrix = Jacobi-Matrix des Gradienten V f

Die Taylor—Entwicklung einer C>~Funktion lautet daher

F09 = F(x0) + grad (x0)(x — xo0) + 3(x — x0)"Hf (x0)(x — X0

+0(|[x — xol*)

Die Hesse—Matrix einer C?—Funktion ist symmetrisch.
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Kapitel 2: Anwendung der Differentialrechnung mehrerer Va-
riablen

2.1 Extrema von Funktionen mehrerer Variablen
Definition: Sei f : D — R, D c R" x0 € D.
1) f(x) hatin x? ein globales Maximum, falls gilt: s
vxeD : f(x)<f(x%)
2) f(x) hatin %9 ein strenges globales Maximum, falls gilt:
£ < (%)

3) f(x) hatin x° ein lokales Maximum, falls es ein = gibt mit:

vxe D\ {x%) :

vxeD : [x-x% <= f(x)<f(x%)

Nov 18-13:08
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Satz: (Notwendige Bedingung )
Besnztf(x) mit f € (’2 in einem Punktx DO ein

Beweis:
Fiir ein beliebiges v € R™, v # 0 ist die Funktion
- R o(t) = F(x°+1v)

in einer Umgebung von t° = 0 stetig differenzierbar.
Gleichzeitig hat ¢o(t) bei t0 = O ein lokales Extremum. Damit folgt:

¢/(0) = grad f(x°)v =0

TN I I
Da dies fir alle v #= 0 gilt, folgt die Bedingung:
grad f(x°) = (0,.. ..O)T
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2.2 Implizit definierte Funktionen
Untersuche die Lésungsmengen von nichtlinearen Gleichungssy-
stemen der Form

g(x) =0
mitg : D — R™, D C R", d.h. wir betrachten m Gleichungen fiir n
Unbekannte.
Insbesondere gelte:
m<n

d.h. wir haben weniger Gleichungen als Unbekannte.

Man nennt dann das Gleichungssystem unterbestimmt und die

Losungsmenge ¢ C R” enthalt gewshnlich unendlich viele Punkte.

1=, m=/)
)

g(xyvj = YN =0
= ==

<
Nov 16-15:18
w=l, b=

Beispiel:
Die Kreisgleichung

g(z.y):rg-l-nyrg:O
definiert ein unterbestimmes nichtlineares Gleichungssystem.
Wir haben zwei Unbekannte (z,y), aber nur eine Gleichung.
Die Kreisgleichung lasst sich lokal auflosen und definiert dabei die
folgenden vier Funktionen:

— y:\/‘r2 2, —r<z<r
— — — y=—\f2 xz —r<zr<r
e = VAR esyss
-—=--- z = Vr v, rIysr

%[&’\7)327 =0 >/*:O 67
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3@]1[x+5 = (% .. (v\-‘\m)t\y_\/—‘ﬂfli"\)q‘l) “J' +IO
Beispiel: B s et
Sei g(x) eine affin-lineare Funktion, d.h. 71 Xt 4
g(x) = Cx+b, CeR™M L™ M il

Wir spalten die Variablen x in zwei Vektoren auf X,

x = (zq1,...,20_m)T e R

x® = (@_pige..zn)] R X,
Aufspaltung der Matrix C ergibt die Darstellung /4 g X

so0 (B fafrr Dkl

mit B € Rimn-m) A ¢ pOnm).
Das Gleichungssystem g(x) = 0 ist genau dann nach den Varia-

blen x(2) (eindeutig) auflosbar, falls A regular ist:
ex)=0 =/ x@ = —A"1BxD 4 1)
E— 68
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Beispiel: (Fortsetzung)
Wie kann man die Matrix A in Abhangigkeit von g schreiben? Aus
der Darstellung

g(x) =BxM + Ax?D 4+ b
[—
erkennt man direkt, dass

1) x(2)) X b

gilt, d.h. A ist die Jacobi-Matrix der Abbildung x(2) —
e(x(1) x() fiir festes x(11
Auflosbarkeit ist also mdglich, falls die Jacobi-Matrix regular ist.

Dies flhrt auf den

Satz liber implizite Funktionen

69

{6~ ) + grodphf 6% =+ b i e
Bowsis: @uTel 1)) . X =XKFEV

Sei x0 ein lokales Minimum. Fiir v 3 0 und € > 0 hinreichend klein
folgt aus der Taylor—Formel

1
10+ ev) — F0) = (=) TH 70 +
mit 6 = 6(z,v) € (0,1). (oY
Der Gradient in der Taylorentwicklung entfallt, da grad f(xo) =
(0,...,0)7 gilt.
Wegen (1) gilt auch
(2) vIH f(x° + 6sv)v = 0
Da f(x) eine C2-Funktion ist, ist die Hesse—-Matrix eine stetige
Abbildung. Im Grenzwert £ — 0 folgt daher aus (2)

VTHf(XO)V >0
d.h. H £(x9) ist positiv semidefinit.

59
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Bemerkung:
1) Ein stationarer Punkt x° mit det Hf (x®) = 0 heiRt ausgeartet.
Die Hesse—Matrix besitzt dann einen Eigenwert A = 0.
Ist x© nicht ausgeartet, so existieren genau drei Falle:

pos el Alle Eigenwerte > 0 = x7 ist strenges lokales Minimum
Yy e Alle Eigenwerte < 0 = x%ist strenges lokales Maximum
Jk-»[e/ 3 Eigenwerte Ay - Ap <0 = x° Sattelpunkt

2) Es gelten die folgenden Implikationen:

%0 lokales Minimum = x° strenges lokales Minimum
a3 1
Hf(x0) positiv semidefinit = Hf(x0) positiv definit
62
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