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2) Cauchy—Schwarzsche Ungleichung

[Dv £(=%)] < [lgrad £(x")|2
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Krummlinige Koordinaten

Seid : U —V, U,V c R" offen, eine C1-Abbildung, fir die die
Jacobimatrix J®(u®) an jeder Stelle u® € U regulr ist.

=
Weiter existiere die Umkehrabbildung #~1 : V — U/ und sei eben-
falls

eine C1-Abbildung.

Dann definiert x = ®(u) eine Koordinatentransformation von den
Koordinaten u auf x.

Beispiel: Polarkoordinaten

Betrachte fir n = 2 die (Polar)Koordinaten u = (r,¢) mit r > 0
und —7 < ¢ < 7 und setze

i

mit den kartesischen Koordinaten x = (z, y)}’r

RV

Umrechung von partiellen Ableitungen von u auf x

Zunachst gelten fir alle u € U mitx = ®(u) die fclg?den Iﬁela» "
14

tionen: : "i W
(@) = u grie-k
T8 1(x) = (Id(u))~? }[(“’['“ “
Seinun f : V — R eine gegebene Funktion und setze (}f = L

((#%) < s =@y = F)
Dann folgt aus der Kettenregel:
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Abkiirzende Schreibweise:
a8 n
E

i=1
Analog lassen sich die partiellen Ableitungen nach z; durch die par-
tiellen Ableitungen nach u; ausdriicken:

-1
. e — Gl
Fr ZFM
i =1 2
mr#ﬂﬂ=@5’#w*f
Man erhéalt diese Beziehungen durch|Anwendung der Kettenregel

auf die Funktion ~1. ({J 7{) )T)~4

mit
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Beispiel: (Polarkoordinaten)

Wir betrachten die Polarkoordinaten

x =®(u) = ( T_C?S‘P )
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Beispiel: (Kugelkoordinaten)

Wir betrachten die Kugelkoordinaten

' COS ¢ COS @
x=®(u) = | rsingcos
rsing

Die Jacobi-Matrix ist dann gegeben durch:

CospCcosl —rsinpcosl —rcosesing
sin ¢ cos @
sind@

Jd(u) = —rsingsing

T cosf

r COS ‘p cosf

rsing 9
Dann berechnet man 3% #"
- 1
cosp —rSsing -
I®u) = | = = 3
() sing rcosg &L—. —(éi
PR 0K
und damit -
T cose  sing cose ——sing
(i) = 0 = (o) = !
—rSIiNg rCOSyp sin\. TCOS‘;
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Die Umrechnung der partiellen Ableitungen lautet:
i = Cos ”i lsm L}
o~ e ",
a a
B_y = sin n—+ t:osy!a\,7
Damit 1asst sich etwa der Laplace-Operator auf Polarkoordinaten
umrechnen:
a2 s 82 sin(2p) 82 sinZp 82 sin(2p) 8 | sin?p @
a2 = 52T T avep 2 952 2 dp R
a2 o 82 sin(2p) 92 cos?p 82 sin(2g) & | cose d
— = sin“p—s -
ay2 ar? o Ordy 2 a2 2 dg rooar
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Partielle Ableitungen: ﬁ' ?Er
a a sin a 1 a
— = COSy COSH— L Ccos sinf —
or ar rcosfdp r ao
a . a cos o 1
— = sinyp cosfd— + Lp—f—s.lngasms—
dy ar  rcos@dg r a6
17 8 1 8
— = smb"——i-f cost —
dz ar a0

Laplace-Operator:
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1.3 Mittelwertsatze und Taylor-Entwicklungen

Mittelwertsatz: Sei f . D — ine auf einer offenen Menge
D c R" differenzierbare, skalare Funktion. Ferner seien a,b € D
Punkte in [, so dass die Verbindungsstrecke

[a.b] ;= {a+t(b—a) : t € [0,1]}

ganz in D liegt.
Dann gibt es eine Zahl 6 < (0, 1) mit
reA 2l

@) =grad f(a4 6(b—a))-(b—a)
Beweis: Wir setzen .
h(t) == fla+t(b—a)) [/](O} - ][@j' l]ér} Y(
Aus dem MWS fiir eine Veranderliche folgt dann mit der Kettenregel
S0~ f@) = WD) = hO) =H(®)-(1-0), f1, s
= grad f(a+6(b—a)) - (b—a)

Lﬁ(@):;f - v_ {/&4—6@ n)} Jflet eb-<))- J(me@?‘@))
< W((H@@-a)}(g-g
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Bemerkung:  Gilt die Bedingung [a, b] C D fir alle Punkte z
D, so heiRt die Menge D konvex.

Beispiel: (zum Mittelwertsatz)
Gegeben sei die skalare Funktion
f(z,y) ;=cosz +siny
Offensichtlich gilt
1(0,0) = f(z/2,7/2) =1 = [(x/2.7/2) — f(0,0) =0
Nach dem Mittelwertsatz existiert ein @ £ (0, 1) mit

FIE)-floe) < omas (o 72)) (22) -

L, — — [T --
In der Tat gilt diese Beziehung fiir 6 = 1. X
Too
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|Klicken Sie mit der Maus, um 2ur nachsten Seite im Dokurnent 2u wechsain, |
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Bemerkung: Gilt die Bedingung [a, b] C D fir alle Punkte 2
D, so heilt die Menge D konvex.

Beispiel: (zum Mittelwertsatz)
Gegeben sei die skalare Funktion
f(z,y) :=cosz +siny
Offensichtlich gilt Z‘Z <
f(0,0) = f(x/2,7/2) =1 = f(r/2,7/2)— f(0,0) =0

Nach dem Mittelwertsatz existiert ein 6 < (0, 1) mit

{(’%’,ﬂ\ {/qo) = gradf(" ( Zg )) ' ( :ﬁr)_jo_/ -

In der Tat gilt diese Beziehung fiir 6 = %
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ACHTUNG:
Der Mittelwertsatz fiir mehrere Variablen gilt nur fiir skalare
Funktionen!!!

Beispiel: Betrachte die vektorwertige Funktion

£(t) = ( cost ) te[0,7/2]

sint

wnw=()-(3)=(3) AT

63 G-9-3 (*5;2?;:;25) T2

e )_/ 5

Nun gilt
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Taylor—-Entwicklungen fiir skalare Funktionen mehrerer Variablen
Zunachst definieren wir einen sogenannten Multiindex o € N als
a = (a,...,an) € N§

Weiter sei
lofi=a1 4+ ...+ an al i==oa1!l .- ap!

Ist f: D — R |a|-mal stetig differenzierbar, so setzen wir

alely
D*=D{* D32 .. D“n—m
wobei Df‘i = D;...D;und schreiben fir x = (z1,...,2n) € R"
a;—mal
x* i=a( 25?2l
n=2 g=foo)  pledf < f )

= (A < o . X
A= (o) 0Qf=%f{' ‘ﬁ{‘a‘;
o = (L\o) "/f} o > Oﬂ
%= [y 7[ ByD\, {\ Jg ’!C e
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