Aufgabe 1) Gegeben sei die Funktion
FiRE R, f(n,y) =2+ +sin(z — ).
a) Berechnen Sie Gradient und Hessematrix von f.

b) Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades von f zum Entwick-
lungspunkt (xg,yo) = (0,0).

c) T5 besitzt ein lokales Extremum. Berechnen Sie dieses Extremum und stel-
len Sie fest, ob es sich um ein lokales Minimum oder ein lokales Maximum

handelt.
d) Zeigen Sie, dass fiir alle (z,y) € D :=[-0.5,0.5] x [-0.5,0.5] gilt:

|f(x,y) — Tuo(z,y)] <0.2

e) Zeigen Sie mit Hilfe von Teil ¢) und d), dass der minimale Wert von f auf
D nicht groBler als —0.3 ist.

Losung zu Aufgabe 1)

a) (2 Punkte)

Vi = (om0,

) [ 2—sin(x —y) sin(z —vy)
Vaif(z,y) = ( sin(zx —y) 2 —sin(z —y) ) '

b) (2 Punkt)
Ty(z,y) = 2> +y* + (z — y).

¢) (2 Punkte)
Notwendige Bedingung erster Ordnung;:

Vi) = (5071 ) = 007

Daraus erhilt man z; = —% und 3, = 1. (xl,yl)T ist lokales Minimum

2
da die Hessematrix

2 0
HT, = <0 2>

positiv definit ist.
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d) (2 Punkte)
Die dritten Ableitungen von f lauten alle +cos(z — y), sind also be-
tragsméfig nach oben durch C :=1 beschrénkt.

23 41 1

— 3 —
f(@y) = oo, )| = |Ral )] < 5w )l&C < 55 = 5 < 02

e) (2 Punkte)

Nach Aufgabenteil ¢) wissen wir, dass gilt:
To(z1,91) — 0.2 < f(wy,91) < To(zy,91) +0.2

also f(z1,11) < —0.3. Damit ist auch das Minimum von f kleiner als
—0.3.
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Aufgabe 2:

a) Berechnen Sie das Integral

/D(ﬂv2 — ay + y*)d(z,y)
iiber
D = {(x,y)T€R2: 4 <a?+y2 <9 x<0, y> 0}.
Hinweise: Polarkoordinaten! Es gilt sin(2¢) = 2 sin(¢) cos(¢) .

b) Gegeben seien die Vektorfelder f, g : R? — R?,

2 2
T Y z Yy
= und =
d (y) <wy2) 7 (y> <2w>
sowie die Kurve

¢ [0,21] — B2, e(t) = (COS“)) |

(i) Berechnen Sie Potentiale zu f und g, falls dies méoglich ist.

(ii) Berechnen Sie die Kurvenintegrale

dx und dx.
f g
c c

Losungsskizze:

a) Ubergang zu Polarkoordinaten:

D= {(z,y)" eR* 4<a2®+y* <9}.

ot =) = (1 0)) = (2

det(Jg) =r und oyt =r?
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Also 2§T§3,§§gp§ﬂ und

D

/(x2 —ay + ) d(x,y) = //TQ(cosz(cp) — sin(y) cos(p) + sin?(p)) r dp dr

1 81-16
_ [2 punkte]
2 4
0 0
b) Fa_ 2y  # 0f2 _ y? = es gibt kein Potential zu f .
oy ox
d(x,y) = wy? ist ein Potential zu g . [2 punkte]

c)
/cfdw - /27r < fle(t)), e(t) > di

0

) (—siln(t)) s (coi(t)) _ <t2 Cfs(t))

2m
/fda::/ t*(cost — sint) dt
c 0

2
= t*(cost + sint) }3” - / 2t(cost +sint) dt
0

27
= 4n? — [2t(sint — cost)]X" + / 2(sint — cost)dt = 47 + 47 . [3 punkte]
0

/nga: - /02“ < g(c(t)), e(t) > dt

= ¢(cos(27),2m) — ¢(cos(0),0) = 4x*. [l punkt]



