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Integration iiber allgemeine Integrationsbereiche.

Definition: Sei D C R™ eine kompakte und messbare Menge. Man nennt
Z={Dq,...,Dy.} eine allgemeine Zerlegung von D, falls die Mengen Dy
kompakt, messbar und zusammenhangend sind und falls gilt

m
| JDx=D  und  DY{NDJ =0 fiir alle i #j.
k=1

Weiterhin heiBBt
diam(Dy) = sup(||x — y||:x,y € D}

der Durchmesser der Menge Dy und
|Z|] := max{diam(Dy) |1 < k < m}

die Feinheit der allgemeinen Zerlegung L. []
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Riemannsche Summen fiir allgemeine Zerlegungen.

Fiir eine stetige Funktion f: D — R definiert man die Riemannschen Summen
m .
Re(Z) =) f(x')vol(D;)
j=1
mit beliebigen X’ € Dy, j =1,...,m.

Satz: Fiir jede Folge (Zy)xen allgemeiner Zerlegungen von D mit ||Zy || — O
(fiir k — oo0) und fiir jede Folge zugehdriger Riemannscher Summen R¢(Zy) gilt

lim R¢(Zy) = JD f(x) dx

k— o0
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Schwerpunkte von Flachen und Korpern.

Definition: Sei D C R? (bzw. D C R?) eine messbare Menge und p(x), fiir
x € D, eine vorgegebene Massendichte. Dann ist der Schwerpunkt der Flache
(bzw. des Kérpers) D gegeben durch

. | b p(x)x dx
. Jp p(x)dx

Zihlerintegral (iiber vektorwertige Funktion) koordinatenweise zu berechnen. [
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Beispiel.

Zu berechnen ist der Schwerpunkt der Pyramide

ax
< —

= ! <x<
Pi={(xy,2) [ maxlyllz) < 3=, 0<x<hj

Berechne das Volumen von P unter Annahme konstanter Dichte wie folgt.

2n [2n
vol(P) = J J J dzdydx
0 _ax ) ax
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Fortsetzung des Beispiels.

Weiterhin gilt
_ -, -
X ax
noean (an [ h
J J J y | dzdydx = J J % dydx
0 J—SnJ—2% 0 J—3%
h h i | h ] O |
- 23 -
h h?
= J 0 dx
0
= O —
1,212
Z(l h
= 0
=~ O —
Der Schwerpunkt von P liegt daher im Punkt xg = (%h,O,O)T. ]
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Tragheitsmomente von Flachen und Koérpern.

Definition (Trigheitsmoment beziiglich einer Achse): Sei D C R?

(bzw. D C R3) eine messbare Menge, p(x) bezeichne fiir x € D eine
Massendichte und r(x) den Abstand des Punktes x € D von einer vorgegebenen
Drehachse. Dann besitzt D beziiglich dieser Achse das Tragheitsmoment

O := J o(x)1%(x) dx
D
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BEiSpiEl. Berechnen das Tragheitsmoment des homogenen Zylinders

z:={(xyz2" :

x*+y? <v,—/2<z<1/2}

beziiglich der x-Achse bei konstanter Dichte p wie folgt.

e = Jp(szrzz)d(x,y,Z)
Z

r

= po| (y*+z9)d(x,y,z)

JZ

rT

rT

rV T2 %2 JE/Z

ﬂﬁr
1 2

(y? + z%) dzdydx

vtz e

M/T'Z—Xz 63

(by? + =) dydx

SRV —rs 12
(31 4+ (%)
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Der Transformationssatz.

Ziel: Verallgemeinerung der (eindimensionalen) Substitutionsregel

@ (b) b
J f(x) dx:j (1)@’ (¢) dt.

¢p(a) a

Satz (Transformationssatz): Sei @ : U — R™, U C R™ offen, eine
C'-Abbildung. D C U sei eine kompakte messbare Menge, so dass ® auf D°
einen C'-Diffeomorphismus bildet. Dann ist auch ® (D) kompakt und messbar
und fiir jede stetige Funktion f: ®(D) — R gilt die Transformationsformel

J f(x) dX:J f(®D(u))|det JO(u)| du.
@ (D) D

[]

Bemerkung: Man beachte, dass im Transformationssatz die Bijektivitat von @
nur auf im Inneren D° von D gefordert wird — nicht jedoch auf dem Rand oD! O
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Beispiel.

Berechne den Schwerpunkt eines homogenen Kugeloktanten

V={(xu,z,)" [x* +y* +2z* <1 und x,y,z > 0}

Es ist einfacher, den Schwerpunkt in Kugelkoordinaten zu berechnen:

[ x| _rcosq)cosd) |
y | = | rsingcosp | =O(r, 9,)
|z I Tsin ]

Die Transformation @ ist auf ganz R> definiert und mit

D=1[0,1] x {o,g] « [o, g]

gilt ®(D) = V. Weiterhin ist ® auf D° ein C'-Diffeomorphismus mit
det JO (7, @, ) = 1% cos.
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Fortsetzung des Beispiels.

Mit dem Transformationssatz gilt

1 pt/2 pmt/2 T
vol(V) :J dx:J J J r? cos P dipdedr = 3
\%

0 Jo 0
und
1 (/2 pm/2
vol(V) - xg = J x dx = J J J (1 cos @ cos )% cosp dipdedr
\% 0 Jo 0
1 /2 /2 -
= J T3dT-J cosq)d(p-J cos?p dp = —
0 0 0 16
Daraus folgt x5 = % Analog berechnet man ys = z5 = %. []
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Der Steinersche Satz.

Satz (Steinerscher Satz): Fiir das Tragheitsmoment eines homogenen
Korpers K mit Gesamtmasse m gilt beziiglich einer vorgegebenen Drehachse A

@A = mdz ‘|‘@5

Hierbei ist S die zu A parallele Achse durch den Schwerpunkt x; des Kérpers K
und d der Abstand des Schwerpunktes x5 von der Achse A.

Beweis: Wende die Verschiebung x = ®(u) = x; + u an. Dann hat die
verschobene Menge D = {x — x; | x € K} den Schwerpunkt Null, d.h. es gilt

[ udu=0.
D
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Fortsetzung des Beweises.

Nun bezeichne a den Einheitsvektor in Richtung der Achse A. Dann gilt

r\

Oa = p (<x,x>—<x,a>2)dx

JK
r

= p (<xs—|—u,xs—|—u>—<xs—|—u,a>2)

JD
,

= o] (KXg,xs >4+2< X, u>+<u,u>

JD

— <xs5,a>"—2<x5,a><ua>—<ua>") du

— p{J (< Xs,Xs > — < Xg,a >2) du
D

_|_

J

_|_

r

D

)

J

D

(<uyu>—<u,a>?) du

2 < Xs— < Xg,a>a,u> du}

= md2—|—@g |
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Beispiel. Berechnen das Integral

I:J e_XZ dx
0

durch Berechnung eines Flachenintegrals wie folgt. Es gilt

) ; 2 R 5 R 5
[ = (J e dx) = lim J e dx J eV dy| = Ilim Ig
0 R— 00 0 0 R— o0

fur
Ig :J e_(xzﬂ’z)d(x,y).
[0,R]x[0,R]

Bezeichnet K, den Viertelkreis im 1. Quadrant mit Radius p, so gilt

J e g (x,y) < Tg < j e ) g (x, ).
Kr Ky/zr
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Fortsetzung des Beispiels.

Die Integrale tber K, berechnet man nun uber Polarkoordinaten:

p r7t/2
K 0 Jo 4
und somit gelten die Abschatzungen

T(1—e®) sz 7 (1-e2%)

und hiermit gilt schlieBlich

p

d.h.
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