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19 Integralrechnung mehrerer Variabler

19.1 Bereichsintegrale

Gegeben sei eine Funktion f : D — R mit Definitionsbereich D C R™.

Ziel: Berechnung des Volumens unterhalb des Graphen von f(x):

V = JD f(x) dx

Erinnerung Analysis |l: Bestimmtes Riemann-Integral einer Funktion f(x) tiber
einem Intervall [a, b]:

[ = Jb f(x) dx

a

Das Integral I war als Grenzwert von Riemannscher Ober- und Untersumme
definiert, falls diese Grenzwerte jeweils existierten und iibereinstimmten. L]
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Konstruktionsprinzip fiir Bereichsintegrale.

Vorgehensweise: Analog dem eindimensionalen Fall.
Aber: der Definitionsbereich D ist komplizierter.

Startpunkt: Betrachten zunachst den Fall zweier Variabler, n = 2, und einen
Definitionsbereich D ¢ R? der Form

D = [a1,bq] % [az,b,] C R,

d.h. D ist ein kompakter Quader (Rechteck).

Weiterhin sei f : D — R eine beschrankte Funktion.

Definition: Man nennt Z = {(xo,%x1,...,%n), (Yo, Y1,...,Ym )} €ine
Zerlegung des Quaders D = [a1,b1] X [ay, by], falls gilt

a; = Xo<X1<...<Xn = Dby
a; = Yyo<yr<...<ym = Dby
Mit Z(D) wird die Menge der Zerlegungen von D bezeichnet. L]
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Zerlegungen und Riemannsche Summen.

Definition:

e Die Feinheit einer Zerlegung Z € Z(D) ist gegeben durch

|Z|| = r?a,x{‘XiJr] — Xil, Uj41 — ;]

)

e Fiir eine vorgegebene Zerlegung Z nennt man die Mengen

Qi = Ixi,xit1] X Y5, Yj41]

die Teilquader der Zerlegung Z. Das Volumen des Teilquaders Qj; ist
vol(Qi3) == (xit1 —xi) - (Uj+1 —Yj)
o Fiir beliebige Punkte xi; € Q4; der jeweiligen Teilquader nennt man

R¢(Z) == Z f(xi5) - vol(Qyi;)
1,

eine Riemannsche Summe zur Zerlegung Z. []
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Riemannsche Ober- und Untersummen.

Definition: Analog zum Integral einer Variablen heiBBen fiir eine Zerlegung Z

Ur(Z) = ) inf f(x)-vol(Qy)

1)

1,
O¢(Z) = ) sup f(x)-vol(Qy)
i3 XGQU
)
die Riemannnsche Untersumme bzw. Riemannsche Obersumme von f(x). []

Bemerkung: Eine Riemannsche Summe zur Zerlegung Z liegt stets zwischen
der Unter- und Obersumme dieser Zerlegung, d.h. es gilt

U(Z) < R¢(Z) < O¢(Z)
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Bemerkung.

Ensteht eine Zerlegung Z, aus der Zerlegung Z;1 durch Hinzunahme weiterer
Zwischenpunkte x; und/oder yj, so gilt

U(Z2) > Ug(Z1) und O¢(Z2) < O¢(Z4)
Fiir zwei beliebige Zerlegungen Z; und Z; gilt stets

Ue(Z1) < 0¢(Z2)

Frage: Was passiert mit den Unter- und Obersummen im Grenzwert ||Z|| — O:

U = sup{Uf(Z) : Z€ Z(D)}
O¢ = inflO¢(Z) : Z€ Z(D)}

Beobachtung: Die beiden Werte U und Oy existieren, da Unter- und
Obersumme monoton und beschrankt sind. ]
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Riemannsche Ober- und Unterintegrale.

Definition:

e Riemannsches Unterintegral bzw. Riemannsches Oberintegral der

Funktion f(x) tiber D ist gegeben durch

r

f(x)dx = sup{U¢(Z)|Z € Z(D)}
JD

f(x)dx := inf{lO¢(Z) : Ze€ Z(D)}

e Die Funktion f(x) nennt man Riemann-integrierbar iiber D, falls Unter-
und Oberintegral iibereinstimmen. Das Riemann-Integral von f(x) iiber
D ist dann gegeben durch

JD f(x)dx := JD f(x) dx = Jﬁf(x) dx.
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Bemerkung.

Wir haben bis jetzt “nur” den Fall von zwei Variablen betrachtet:

f:D — R, D c R?.

In hoheren Dimensionen, n > 2, ist die Vorgehensweise analog.
Schreibweise: firn =2 und n =3
J f(x,y) dxdy bzw. J f(x,y,z) dxdydz
D D
oder auch

JJD f(x,y) dx dy bzw. JJJD f(x,y,z)dx dy dz
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Elementare Eigenschaften des Integrals.
Satz:

e [Linearitat

JD(af(x) + Bg(x)) dx = ocJ

f(x) dx + BJ g(x) dx
D

D
e Monotonie
Gilt f(x) < g(x) fiir alle x € D, so folgt

JD f(x) dx < J g(x) dx

D

e Positivitat
Gilt fiir alle x € D die Beziehung f(x) > 0, d.h. f(x) ist nichtnegativ, so
folgt

J f(x) dx > 0
D
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Weitere Eigenschaften des Integrals.
Satz:

e Sind Dy, Dy und D Quader, D = D; UD3 und vol(D; ND3) =0, so ist
f(x) genau dann iiber D integrierbar, falls f(x) tiber D7 und iiber D,
integrierbar ist, und es gilt

JD f(x) dx = JD f(x) dx +J f(x) dx.

D>

e Fiir das Integral gilt die Abschédtzung

' JD f(x) dx

e Riemannsches Kriterium

< sup [f(x]] - vol(D)
xecD

f(x) ist genau dann iiber D integrierbar, falls gilt:

Ve>0 dZe€Z(D) : O¢(Z)—U¢(Z) <e.
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Der Satz von Fubini.

Satz (Satz von Fubini): Ist f: D — R integrierbar, D = [a1,b1] X [az, b2]
ein Quader, und existieren die Integrale

rb> b
Fx) = | fxy)dy  und G(y)zj f(x,y) dx

Jajr

fiir alle x € [a1,bq] bzw. fiir alley € [a,b>], so gelten

r rb1 pbz
f(x)dx = f(x,y) dydx
JD Jap Japz
- rb2 rb;
f(x)dx = f(x,y) dxdy
JD Jary Jaj
Bedeutung:
Der Satz von Fubini ermoglicht Reduktion auf eindimensionale Integration. [
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Beweis des Satzes von Fubini: Sei Z ={(x0,%1,...,%n), (Yo, Y1,--.,Ym )}
eine beliebige Zerlegung von D, so gelten fiir beliebige y € [y;,y;+1] und
&i € [xi,xir1] die Abschatzungen

inf f(x) < f(&,y) < sup f(x),
x€Qj x€Q;

und somit (per Integration iiber [y;,yj+1])

Yj+1
inf f(x)(y;1 — ;) sj f(Ey)dy < sup Fx)(Yss1 — ;).
x€Q1j U; x€Q1;

Durch Multiplikation mit (xi;1 — Xi) und anschlieBender Summation folgt
n—I1 b
Ue(z) < ) <[ f(&i,v) dy) (xi+1 —x4) < O¢(Z).
. as
Mit dieser Riemannschen Summe von F(x) zu Z, = {xo,...,xn} bekommt man

Us(Z) < Up(Zx) < Op(Zy) < O¢(Z).

Fiir ||Z|| — O folgt die erste Behauptung, die zweite zeigt man analog. H
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Beispiel.
Gegeben sei der Quader D = [0, 1] x [0, 2] sowie die Funktion
f(x,y) =2 —xy

Stetige Funktionen sind — wie wir gleich zeigen werden — liber Quadern
integrierbar. Daher konnen wir den Satz von Fubini anwenden:

2 1 2 xzy x=1
J f(x)dx = J f(x,y)dxdy:J' [27(——] dy
D JO 0 0 2 x=0
-2 27Y=2
) Y
= 2—= dy:[Zy——] =3
J, 2=3) i

Bemerkung: Der Satz von Fubini verlangt als Voraussetzung die
Integrierbarkeit von f(x). Die Existenz der beiden Integrale F(x) und G(y)
alleine garantiert die Integrierbarkeit von f(x) nicht! ]
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Die charakteristische Funktion.
Definition: Fiir D C R™ kompakt und f : D — R beschrankt setzen wir

f(x) : fallsxeD

7 (x) ==
0 : fallsxeR"™\D

Speziell fiir f(x) = 1 heit f*(x) die charakteristische Funktion von D.

Die charakteristische Funktion von D wird mit Xp (x) bezeichnet.

Sei nun Q der kleinste Quader mit D C Q. Dann heiBt die Funktion f(x)
integrierbar iber D, falls f*(x) iiber Q integrierbar ist, und wir setzen

JD f(x) dx := JQ f*(x) dx.
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Messbarkeit und Nullmengen.

Definition: Die kompakte Menge D C R™ heilSt messbar, falls das Integral
vol(D) := J 1dx = J XD (x) dx
D Q

existiert. Man nennt dann vol(D) das Volumen von D im R™.

Die kompakte Menge D heit Nullmenge, falls D messbar ist mit vol(D) = 0. [J

Bemerkungen:

e Ist die Menge D selbst ein Quader, so folgt Q = D, und somit gilt
J f(x) dx = J f*(x) dx = J f(x) dx
D Q Q

d.h. die eingefiihrten Integrationsbegriffe stimmen iiberein.
e Quader sind messbare Mengen.

e vol(D) ist in diesem Fall das tatsachliche Volumen des Quaders D im R™. [J
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Drei wichtige Eigenschaften der Integration.

Satz: Sei D C R™ kompakt. Dann ist D genau dann messbar, falls der Rand
0D von D eine Nullmenge ist. []

Satz: Sei D C R™ kompakt und messbar und sei f : D — R stetig. Dann ist
f(x) integrierbar iiber D. ]

Satz (Mittelwertsatz): Ist D C R™ kompakt, zusammenhangend und
messbar, und ist f : D — R stetig, so gibt es einen Punkt & € D mit

J f(x) dx = f(&) - vol(D).
D
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Normalbereiche.

Definition:

e Eine Teilmenge D C R2 heiBt ein Normalbereich, falls es stetige
Funktionen g, h bzw. g, h gibt mit

D ={(x,u)la<x<b und g(x) <y < h(x)}

bzw.
D={(x,y)|la<y<bund gly) <x<h(y)

e Eine Teilmenge D C R? heiBt Normalbereich, falls es eine Darstellung

D ={(x1,%x2,x3)[a <x; <b; g(xi) <x3 <h(xi); @(x1,%5) < xc < P(xq,%5)]

gibt mit einer Permutation (i,j,k) von (1,2,3) und stetigen Funktionen
g, h, @ und 1. []
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Projizierbare Mengen.

Definition: Eine Teilmenge D C R™ heiflt projizierbar in Richtung xi,
ie{1,...,n}, falls es eine messbare Menge B C R™~! und stetige Funktionen
@, gibt, so dass

D :{XGRTLb?: (X1>"'>Xi—1axi—|—1>"')XTL)T €Bb und(p()N() < X4 Sll)(i)}

[]

Bemerkung:

e Projizierbare Mengen sind stets messbar. Damit sind auch alle
Normalbereiche messbar, denn Normalbereiche sind projizierbar.

e Haufig lasst sich der Integrationsbereich D als Vereinigung endlich vieler
Normalbereiche darstellen. Solche Bereich sind ebenfalls messbar. L]
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Beobachtung.

Satz: Ist f(x) stetig auf einem Normalbereich
D={(xy) €R*la<x<bundg(x) <y <h(x)}
so gilt

JD f(x) dx = Jb JMX) f(x,y) dydx.

a Jg(x)

Beweis: Sei Q = [a, b] x [c, d] das kleinste Rechteck mit D C Q, also

c= inf g(x) und d= sup h(x)
x€la,b] x€la,b]

und somit

f(x)dx = | f*(x)dx = ) df*(x,y)dydx: ) h(X)f(x,y)dydx.
J, o= rooac=] | l.]
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Verallgemeinerung auf hohere Dimensionen.

Bemerkung: Analoge Beziehungen gelten fiir hohere Dimensionen:

Ist D C R™ eine projizierbare Menge in Richtung x;, d.h. D besitzt eine
Darstellung der Form

D={xeR™&=(X1,...,X_1,Xit1,---,Xn) €Bund @(X) < x; <P(X)},

so gilt
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Beispiel.
Gegeben sei die Funktion
f(x,y) =x+ 2y

Berechne das Integral liber der durch zwei Parabeln begrenzten Flache
D:={(x,y)| —1<x<Tund x*<y<2—x%.

Die Menge D ist ein Normalbereich und f(x,y) ist stetig, somit

-1
J f(x,y)dx = <
D 1

-1

= (x(2—=x%) + (2—=%x%)? — x> —x*) dx
J-1

n] 16

= (—2x% — 4x* + 2x + 4) dx:?.
—1

x 2

(&

2—x? 1 2
J (x + 2y) dy) dx = J Dy +y?), dx
1
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Beispiel.
Zu berechnen sei das Volumen des Rotationsparaboloids
Vi={(xy,z2)" [x* +y? <Tund x¥* +y* <z<1}L

Darstellung von V als Normalbereich:

V={xuz)T|—1<x<1; —V1—-x2<y<vV1—x2;x*+y?<z<1}

Damit gilt:
a1 TxZ 1 IxZ
vol(V) = J dzdydx:J J (1 —x% —y?) dydx
Jo1 )i Jxa gy g lovisa
1 B y3 U:m 4 1
= [ Jo--Y =3[ 0o
Joa L 3y viz 3]
1 303 3 'om
= — x2 — —x2 4+ — i - _
3 [x (\/1 X ) + >X 1 —x=+ 5 arcsm(x)] b
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Wichtige Schlussbemerkung.

Ich wiinsche Thnen
FROHE WEIHNACHTEN

und ein

ERFOLGREICHES NEUES JAHR
11111011000,
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