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il KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Richtungsableitungen.

Definition: Seif: D — R, D C R™ offen, x° € D, und v € R™\ {0} ein Vektor.

Dann heilst 5 .
va(xo) = |im fixZ +tv) — f(x7)
t—0 t

die Richtungsableitung (Gateaux-Ableitung) von f(x) in Richtungv. [J

Beispiel: Betrachte f(x,y) =x% +y? und v = (1,1)T. Dann gilt fiir die
Richtungsableitung von f(x,y) in Richtung v:

(x+t)2+ (y+t)> —x*>—y?

Df(x,y) = tlino t
. 2xt + 1% + 2yt + t?
= |
t—0 t
= 2(x+vy).
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il KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER

Bemerkungen.
e Fiir v=e; ist die Richtungsableitung in Richtung v gegeben durch die

partielle Ableitung nach Koordinatenrichtung x;:

f
va(xO) — aa
Xi

(x°).

e Ist v ein Einheitsvektor, also ||v|| = 1, so beschreibt die Richtungsableitung
D,f(x°) den Anstieg (bzw. die Steigung) von f(x) in Richtung v.

o Ist f(x) in x° differenzierbar, so existieren simtliche Richtungsableitungen
von f(x) in x° und mit h(t) = x° + tv gilt

d
D, f(x°) = a(f 0 h)’t:O — gradf(x°) - h'(0) = gradf(x°) - v.
Dies folgt unmittelbar aus der Anwendung der Kettenregel.
[]
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Eigenschaften des Gradienten.

Satz: Seif: D — R, D C R™ offen, in x° € D differenzierbar. Dann gilt:

(a) Der Gradientenvektor gradf(x®) € R™ steht senkrecht auf der Niveaumenge
N,o :={x € D|f(x) = f(x°)}

Im Fall m = 2 nennt man die Niveaumengen auch Hohenlinien, und im
Fall n = 3 heiBen die Niveaumengen auch Aquipotentialflichen.
(b) Der Gradient gradf(x°) ist die Richtung des steilsten Anstiegs von f in x°.
Beweisidee:
(a) Kettenregel: f(x(t)) = f(x°), somit gradf(x°) - x(0) = 0;
(b) Fiir beliebige Richtung v gilt mit Cauchy-Schwarzscher Ungleichung
D, f(x°)| = [(gradf(x®),v)| < [lgradf(x°)]|2 - [Iv]2

Gleichheit wird fiir Maximum v = gradf(x®)/||gradf(x®)||2 angenommen. [
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il KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Krummlinige Koordinaten.

Definition: Sei @ : U — V, U,V C R™ offen, eine C! -Abbildung, fiir die die
Jacobimatrix J®(u®) an jeder Stelle u® € U regular ist. Weiterhin existiere die
Umbkehrabbildung ®~' : V — U, und diese sei ebenfalls eine C'-Abbildung.
Dann definiert x = ®(u) eine Koordinatentransformation von den
Koordinaten u auf die Koordinaten x. []

Beispiel (Polarkoordinaten): Betrachte fiir n = 2 die Polarkoordinaten
u=(r,@) mitr>0und —t < @ < 7 und setze

X = TCOS®
Yy = Tsing
mit den kartesischen Koordinaten x = (x,\y). ]
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TUHH

Umrechnung partieller Koordinatenableitungen.

Fiir alle u € U mit x = @ (u) gelten die Relationen

O (D) = u
JO ' (x) - JD(u) = I, (Kettenregel)
JO N (x) = (JO(u)”

Sei nun f: V — R eine Funktion mit

Dann folgt aus der Kettenregel:

of 00; « 4 0
1)_
au Z ox; o ;9 ox;

mit .
g = = G(u) = () = (JO(u))".
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il KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Notationen.

Wir verwenden die abkilirzende Schreibweise

Analog lassen sich die partiellen Ableitungen nach x; durch die partiellen
Ableitungen nach u; ausdriicken mit

0
axl Z 91) a—u)"

wobei

(g5) =(g") ' =) " =o'

Man erhilt diese Beziehungen durch Anwendung der Kettenregel auf ®~'. O
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Beispiel: Polarkoordinaten.

Wir betrachten die Polarkoordinaten

T COS
Xx=0(u) = v
TSIin @
Dann berechnet man
CoS —Tsin
JO(u) = ® v
Sin@  TCOS @
und damit
. 1.
N cos sin Cos — sin @
(g7) = (g15) = 1
—TSsin@ TCos @ sinq@  —COs @
T
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Partielle Ableitungen fiir die Polarkoordinaten.

Fiir die Umrechnung der partiellen Ableitungen bekommt man nun

0 0 1 . 0
& p— COS(Pa—;Sln(p%
0 . 0o 1 0
@ = sm(pa—I—;coscp%

Beispiel: Umrechnung des Laplace-0Operators auf Polarkoordinaten:

0 , 0%  sin(2¢) 07 sin? @ 02 sin(2¢) 0 sin? @ 0

—5 = COS" Pz — + -+ T

Ox?2 or2 T 0rd@ 2 02 2 Q¢ T or

6_2 _ a2 92 N sin(2¢) 07 N cos? @ 02 B sin(2¢) 0O N cos® @ 0

yz Por2 T 0Td® 2 0@? 2 0@ T or
A — 02 N 0 0 1 097 19

0x? ayZZWJFT_Z@(pZJrrar
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Beispiel: Kugelkoordinaten.

Wir betrachten die Kugelkoordinaten

T COS (p cos O
x=0(u)=1] rsingcosh

Tsin 0

Die Jacobi-Matrix ist dann gegeben durch

cos@cos® —rsingpcos® —rcos@sind
JO(u) = sincos® TrTcos@cos® —1sin@sin®

sin © 0 T Ccosf
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A KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH
Partielle Ableitungen fiir die Kugelkoordinaten.
Fiir die Umrechnung der partiellen Ableitungen bekommt man nun
i = COS cos@ﬂ—sm(p 9 —1cos sin@i
ox ® or 7r1cosO 0 T @ 00
0 _ 0 cos@p 0 | , 0
— = 0 - 0
3y SIn (p COS ar+rcose THE Sin @ sin 30
0 . 0 ] 0
a — Slnea‘l‘;cose%
Beispiel: Umrechnung des Laplace-Operators auf Kugelkoordinaten:
A_62+ ] 62+162+%6_tan66
012 12cos?0 02 12002 ror  r? 00
[]
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17.3 Mittelwertsatze und Taylor-Entwicklungen

Satz (Mittelwertsatz): Sei f : D — R eine auf einer offenen Menge D C R™
differenzierbare, skalare Funktion. Weiterhin seien a,b € D Punkte in D, so dass
die Verbindungsstrecke

[a,bl:={a+t(b—a)|te[0,1]}
ganz in D liegt. Dann gibt es eine Zahl 6 € (0,1) mit
f(b) —f(a) = grad(f)(a+0(b—a)) - (b—a).

Beweis: Wir setzen
h(t) :=f(a+t(b—a))
Aus dem Mittelwertsatz fiir eine Veranderliche folgt dann mit der Kettenregel
f(b) —f(a) = h(1)—h(0)=h'(8) (1 -0
= grad(f)(a+08(b—a))-(b—a).
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Definition und Beispiel.
Definition: Gilt [a,b] C D fiir alle Punkte a,b € D, so heifst D konvex. L]
Beispiel zum Mittelwertsatz: Gegeben sei die skalare Funktion
f(x,y) := cos(x) + sin(y)
Offensichtlich gilt
f(0,0) =Af(mt/2,t/2) =1 — f(rt/2,t/2) —£(0,0) =0

Nach dem Mittelwertsatz existiert ein 0 € (0, 1) mit
grad(f)(0(mt/2,7/2)) - (m/2,1/2) =0

In der Tat gilt diese Beziehung fiir 6 = % ]
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Mittelwertsatz gilt nur fiir skalare Funktionen.

Beachte: Der Mittelwertsatz fiir mehrere Variablen gilt fiir skalare Funktionen,
aber i.a. nicht fiir vektorwertige Funktionen!

(Gegen)Beispiel: Betrachte die vektorwertige Funktion

(= | ) e
sin(t)
Nun gilt
0 ] —1
f(rt/2) —f(0) = 1 — ) = ]
und
- - - —sin(07t/2)
fflo-—)-(=—0)==
2G93 ewn

ABER: Die Vektoren auf der rechten Seite haben die Lingen v/2 bzw. t/2 | O
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Der Mittelwert-Abschatzungssatz.

Satz (Mittelwert-Abschiatzungssatz): Die Funktion f : D — R™ sei
differenzierbar auf der offenen Menge D C R™. Weiterhin seien a,b Punkte in
D mit [a,b] C D. Dann gibt es ein © € (0,1) mit

If(b) —f(a)]2 < [[Jf(a+6(b—a)) - (b—al2
Beweis: Fiir g(x) = vTf(x), mit festem v € R™\ {0}, gilt
grad(g)(x) = v' Jf(x)
Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein 0 € (0, 1) mit
g(b) —g(a) = grad(g)(a+0(b—a)) - (b—a)

und somit gilt v' (f(b) —f(a)) =v'Jf(a+ 6(b—a)) - (b—a). Mit der
Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt hiermit

vT(f(b) —f(a))| < ||v|2 - |If(a+O(b—a))- (b—a)>.

Fiir v:= f(b) — f(a) folgt hieraus die Behauptung. |
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