UH
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Das volilstandige Differential.

Bemerkung: Fiir eine differenzierbare Funktion f(x) gilt

f(x+Ax) = f(x )—I—Jf( ) - Ax + o(||Ax||)

Z —Axk + o(||Ax]|)

somit

Ay = f(x + Ax) — f(x ZWAXK
— k

in erster Naherung fiir die Anderung um y = f(x).

Definition: Sei f: D — R™, D C R™ offen, und x° € D. Dann notieren wir

of of
df(x°) = — (x%)dx; + ...+ — (x°)dxn,
aX1 aXn
wobei dxq,...,dx,, dieDifferentiale der Koordinaten x1,...,xn heiBen,
und df(x®) das vollstandige Differential von f(x) in x°. O
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Vollstandiges Differential und Funktionalmatrix.

Beobachtung: Mit der Darstellung

_of
_aX1

of
(x9)dx; + ...+ —(x°)dxn,

df (x°
(x™) o

und dxg(X) = xx — x%, 1 <k <mn, ergibt sich ein wichtiger Zusammenhang
zwischen dem totalen Differential df(x°) und der Funtionalmatrix Jf(x°) mit

d.h.
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Differentiationsregeln.
Satz:

e Linearitat: Sind f,g : D — R™ differenzierbar in x° € D, D offen, so ist
auch «f + B g, «, B €R, differenzierbar in x° und es gilt

d(of + Bg)(x°) = adf(x°)+ pdg(x°)
Jof +Bg)(x?) = o Jf(x°) + B Jg(x°)

o Kettenregel: Ist f: D — R™ differenzierbar in x° € D, D offen, und ist
g : E — RX differenzierbar in y° = f(x°) € E ¢ R™, E offen, so ist g o f
ebenfalls in x° differenzierbar.

Fiir die Differentiale gilt

d(g o f)(x°) = dg(y®) o df(x°)
und analog fiir die Jacobi-Matrizen

J(gof)(x°) = Jg(y®) - JF(x°)
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Beweis von (a): Folgt mit der Linearitdt von J und der o.g. Beziehung zu d.
Beweis von (b): Fiir Funktionen r; = o(||Ax||) und r, = o(||Ay|]) gilt
y="f(x) = f(x°)+IF(x°)(x—x°) +ri(x)
z=gly) = gly?)+Jgy)y—y°) +raly)
Aus der ersten Beziehung bekommt man insbesondere
ly =yl < IFO - flx = x° + [[r1 (x)]
und somit folgt weiterhin, dass

ly —y°ll _ [[f(x) — F(x°)]]

o e = O

fir x — x° beschrankt ist.
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SchlieBlich gilt die Entwicklung

g(f(x)) = g(f(x)) + Jg(y®) - IF(x°) - (x —x°) + Jg(y®) - r1(x) + ra(y),

flir deren Rest

man erhalt:

r(x)

Ix — %O

o hK ey
= B e k)

ri(x) ra(y) _ ly —y°|

_I_
[x —x°|  |ly—y°| |[x—x°

= Jg(y°)

Mit der Stetigkeit von f(x) in x° folgt y — y° fiir x — x° und somit

' r(x)
im =

x— x9 HX—XOH

0.
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Beispiel zur Kettenregel.

Seih:I — R™, I C R Intervall, eine in ty € I differenzierbare Kurve mit Werten
in D C R™, D offen, und f: D — R eine in x® = h(ty) differenzierbare skalare
Funktion.

Dann ist auch die Komposition
(foh)(t) =~f(hi(t),..., hn(t))
in to differenzierbar, und fiir die Ableitung gilt:

(foh)'(to) = Jf(h(to)) - Jh(to)

= gradf(h(to)) - h'(to)

T of
_ —(h(tg)) - hy (t
;a 0) (to)
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