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Uﬂ‘r"i INFORMATIONSQUELLEN TUHH

Informationsquellen.

¢ Internetseiten.
www.math.uni-hamburg.de/teaching/export/tuhh/

e Vorlesung.
Donnerstag, 09:00-10:30, SBS95, Audimax 1, ab 25.10.2007.

e Anleitung zu den Ubungen.
Dr. Kai Rothe. Donnerstag, 16:00-18:00, SBS95, Audimax 1, 14-tigig.
Beginn: 25. Oktober 2007.

e Ubungen in Tutorgruppen.
Dr. Kai Rothe und Ubungsgruppenleiter(innen).
Beginn: 29. Oktober 2007.

e Sprechstunde.
— Prof. Iske: Donnerstag, 11:00-12:00 Uhr, SBS95, 2.073.
— Dr. Rothe: Montag, 13:45-14:45 Uhr, SBS95, 2.073.
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ot LITERATURQUELLEN TUHH

Literaturquellen.
PRIMAR:

e R. Ansorge, H. J. Oberle: Mathematik fiir Ingenieure 2,
3. Auflage. WILEY-VCH, Berlin, 2000.

e H. J. Oberle, K. Rothe, Th. Sonar: Mathematik fiir Ingenieure,
Band 3: Aufgaben und Losungen. WILEY-VCH, Berlin, 2000.

SEKUNDAR:

o K. Meyberg, P. Vachenauer: Hohere Mathematik, Bande 1 und 2.
Springer, Berlin.

e K. Burg, H. Haf, F. Wille: Hohere Mathematik fiir Ingenieure,
Band 1: Analysis. B.G. Teubner, Stuttgart, 1992.
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Inhalte Analysis IlI.
Differential- und Integralrechung mehrerer Variabler:
e Partielle Ableitungen, Differentialoperatoren.
e Vektorfelder, vollstindiges Differential, Richtungsableitungen.
e Mittelwertsatze, Satz von Taylor.
e Extrema, Satz tiber implizite Funktionen.
e Implizite Darstellung von Kurven und Flachen.
e Extrema bei Gleichungsnebenbedingungen.
e Newton-Verfahren, nichtlineare Gleichungen und Ausgleichsrechnung.
e Bereichsintegrale, Satz von Fubini, Transformationssatz.
e Potentiale, Integralsatz von Green, Integralsatz von Gaul3.

e Greensche Formeln, Integralsatz von Stokes.

ANALYsIS II1 TUHH, WINTERSEMESTER 2007 /2008 ARMIN ISKE 4



UH
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17 Differentialrechnung mehrerer Variabler

17.1 Partielle Ableitungen

Im folgenden sei

f(x1,...,Xn) eine skalare Funktion, die von n Variablen abhangt.

Beispiel: Die Zustandsgleichung eines idealen Gases lautet pV = RT.

Jede der drei GroBen, p (Druck), V (Volumen), T (Temperatur), ldsst sich wie
folgt als Funktion der anderen darstellen, wobei R die universelle Gaskonstante.

RT
= V,\T) = —

p p(V,T) v
V = V(p,T):R—T
P

T = TV =2
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Partielle Ableitungen.

Definition: Sei D C R™ offen, f: D —» R, x° € D.

o f(x) heiBt in x° nach x; partiell differenzierbar, falls der Grenzwert

O (o) i FX°t te) — )
aXi . t—0 t
— m f(x9, . xd 4+t xn) — (X9, xD, . xn)
t—0 t

existiert, wobei e; den i-ten Einheitsvektor bezeichnet. Den Grenzwert

nennt man die partielle Ableitung von f(x) nach x; im Punkt x°.

e Existieren fiir jeden Punkt x° € D die partiellen Ableitungen nach jeder
Variablen x;, 1= 1,...,n und sind diese stetige Funktionen, so nennt
man f(x) stetig partiell differenzierbar oder eine C'-Funktion.

]
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Beispiele.
e Betrachte die Funktion
f(x1,%2) = X7 +x3

Fiir einen Punkt x° € R? existieren beide partiellen Ableitungen und diese

sind auch stetig:

of 0) of o)

™ (x X1 G (x X2

Die Funktion f ist also eine C'-Funktion.

e Die Funktion
f(x1,%x2) =x1 + [x2|

ist im Punkt x° = (0,0)7 partiell differenzierbar nach der Koordinate x1,
aber die partielle Ableitung nach x, existiert im Ursprung nicht!
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il KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Konkretes technisches Beispiel.

Der Schalldruck einer eindimensionalen Schallwelle ist gegeben durch

p(x,t) = Asin(ax — wt)

Die partielle Ableitung

0
P _ A cos(axx — wt)
0x

beschreibt zu einer festen Zeit t die 6rtliche Anderungsrate des Schalldrucks.

Die partielle Ableitung

op
— = —WwA — wt
ot WA cos(ox — wt)
beschreibt fiir einen festen Ort x die zeitliche Anderung des Schalldruckes. L]
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KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Differentiationsregeln.

e Sind f, g partiell nach x; differenzierbar, o, 3 € R, so gelten die Regeln

O (tx) 4 BO(N) = oo (x) + B (x)
O (f0-000) = () gx) + () - 22 (x)
of dg
oxi \ 9(x) g(x)?

e Man verwendet alternativ die Bezeichnungen

D;f(x°) oder fr. (x°)

fiir die partielle Ableitung von f(x) nach x; in x°

ANALYSIS T11
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il KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER

TUHH

Gradient und Nabla-Operator.

Definition: Sei f: D — R, D C R™ offen, und partiell differenzierbar.

e Man bezeichnet den Zeilenvektor

grad f(x°) := (%(xo), et %(x%)

als Gradient von f(x) in x°.

o Weiterhin bezeichnet man den symbolischen Vektor

V= (%,...,%)T

als Nabla-Operator.
e So bekommt man den Spaltenvektor

.
V{(x°) := ( of (x°) of (x0)> .

0X 1 ©T 0%
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Weitere Differentiationsregeln. Seien f(x) und g(x) partiell
differenzierbar. Dann gelten die folgenden Differentiationsregeln.

grad (af + Bg) = o-gradf+f-gradg
grad(f-g) = g-gradf+f-gradg
f ] )
grad g — ?(g-gradf—f-gradg) fir g #0

Beispiele:
e Sei f(x,y) = e* -siny. Dann gilt:

grad f(x,y) = (e* -siny, e~ - cosy) = e*(siny, cosy)

o Fiir r(x) :=||x|][2 = /%5 + ...+ x2 gilt
X X
gradr(x) = — = ——  fir (x #£0),
r(x)  [[x]]2
wobei x = (x1,...,xn) Zeilenvektor.
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TUHH

Partiell differenzierbar impliziert nicht Stetigkeit.

Beobachtung: Eine (nach allen Koordinaten) partiell differenzierbare Funktion

ist im Allgemeinen nicht stetig.

Gegenbeispiel: Betrachte die

f(X,y) = S

\

Funktion f : R? — R, definiert durch

(XY i (xy) £0

(x2 +y2)2
0 fur (x,y) =0

Die Funktion f(x,y) ist auf ganz R? partiell differenzierbar, und es gilt

fX(O)O) — fy (0,0) — O

of 2 __

Y = cayenr ey i 0w #(0,0
of 2 )

5 = Gararr ey i ow) #(0,0)
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i KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH
Beispiel (Fortsetzung).
Berechnung der partiellen Ableitungen im Ursprung (0, 0):
t-0 0
of f(t,0) —f 2 2\2
M 00) = lim (t,0) —f(0,0) _ i (t2 + 0?) _ 0
0x t—0 t t—0 t
0-t
_ 2 2\2
a—f(0,0) — im f(0,t) — f(0,0) — i (0 4+ t#) _ )
ay t—0 t t—0 t
Aber: Im Nullpunkt (0,0) ist die Funktion nicht stetig, denn
1 1 1.1 Lz n2
||m f(—)—): n_n 2:11'1 = — 00
n—eo \M’'m (L1412 & 4
und somit gilt
lim f(x, f(0,0) =
eolm o (x,y) # (0, 0)
L]
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il KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Bemerkung. Um die Stetigkeit einer partiell differenzierbaren Funktion f
zu garantieren, bendtigt man somit zusatzliche Voraussetzungen an f.

Satz: Ist f: D — R, D C R™ offen, in einer Umgebung von x° € D partiell
of

7

i=1,...,n, dort
0X;

differenzierbar, und sind die partiellen Ableitungen

beschrinkt, so ist f(x) stetig in x°.

Beachte: In unserem vorigen Beispiel sind die partiellen Ableitungen von f in
einer Umgebung der Null (0,0) nicht beschrankt, denn es gilt

4 XY
0x (X2 +y?)? (x2+y?)3

fir (x,y) # (0,0).
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Beweis des Satzes.

Fiir [[x — x°||c < €, mit € > 0 hinreichend klein, schreiben wir:

f(X) - f(xo) — (f(X] yoooy Xn—1 )XTL) - f(X1 yoooy Xn—1 )X?l))
+ (f(X1 yoooy Xn—1 )XQL) - f(X1 y oo >XT1—2>X91—] )Xgl))
+ (f(x1 y oo >X91—1 )XSL) - f(X] y oo >X?1—2>X(T)L—1 ’XS\,))
+ (fxa,x3, . xn) = 04, X))

Fiir jede Differenz auf der rechten Seite betrachten wir f als univariate Funktion:
g(xn) —g(x%) == f(x1,..., Xn-1,%n) — f(x1, ..., Xn-1,%>)
Da f partiell differenzierbar, ist g differenzierbar und es gilt der Mittelwertsatz
9(xn) — g(xp) = ¢'(En) (xn —x3)

. . . . O
fur ein geeignetes &, zwischen x,, und x,.
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Vollendung des Beweises.

Anwendung des Mittelwertsatzes auf jeden Term der rechten Seite ergibt somit

of

f(x) — f(x°) = W(Xh---axn—]»an)'(Xn—XSL)
of
OXn—1 (1, X2, Ene1,Xq) - (et — X5 )
of
ﬁ(é])xgw--yxgl) . (X1 —Xg)

Mit der Beschranktheit der partiellen Ableitungen gilt

f(x) — f(x°)] < Cilx1 —x§1 + ... + Cnlxn — x|
fiir [[x — x°||so < €, und damit ist f(x) stetig in x°, denn es gilt
f(x) = f(x°) fiir ||x — x°||so — O. |

Folgerung: Stetig partiell differenzierbare Funktionen sind stetig, d.h. C!' ¢ C°.
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il KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Hohere Ableitungen.

Definition: Eine skalare Funktion f(x) sei auf einer offenen Menge D C R™
partiell differenzierbar. Sind die partiellen Ableitungen von f erneut partiell
differenzierbar, so erhalt man samtliche partiellen Ableitungen zweiter
Ordnung von f mit

o°f _ 0 (of firi,j=1,...,n
anaXi o aX)' aXi SRR

Beispiel: Partielle Ableitungen zweiter Ordnung einer Funktion f(x,y):

22 @ (of\ @M _ 3 [of\ @} 9%
ox2  9x \Oox/)  9yox oy \ox/)  oxdy’ 0y?

Seien nun i7,...,1x €{1,...,n}. Dann definiert man rekursiv

o%f 0 ok
aXik 6x1k_] ce 6xi1 o aXik axik_1 aXik_z co axi1
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Ableitungen hoéherer Ordnung.

Definition: Die Funktion f(x) heiBt k-fach partiell differenzierbar,
falls alle Ableitungen

ok f y . .
fir alleiq,..., i, €{1,...,n}
aXik aXik_1 co aXi1
der Ordnung k auf D existieren.
Alternative Notation:
okf
= D;. D; LD =1y o .
aXik aXik_1 A axﬁ Ve T e Y iy Xig Xy

Sind alle Ableitungen k-ter Ordnung stetig, so heiSt die Funktion f(x) k-fach
stetig partiell differenzierbar oder auch C*¥-Funktion auf D. Stetige
Funktionen f(x) nennt man C°-Funktionen. ]

o f 9
0Xn...0X1

Beispiel: Fiir die Funktion f(x1,...,xn) = [[i; x! gilt
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Partielle Ableitungen nicht beliebig vertauschbar.

ACHTUNG: Die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen durchzufiihren
sind, ist im Allgemeinen nicht beliebig vertauschbar!

Beispiel: Fiir die Funktion

[ X -y .
Xy fiir (x,y) # (0,0)
X+ y
f(x,y) = <
L0 fir (x,y) = (0,0)
berechnet man direkt
0 [ of

fyu (0, = — | —(0, = —]
J0.0 = 2 (50.0)

fyx(0,0)

I
\@
N\
‘o)
—h
S
L
Nz
I
_|_
—

d.h. ey (0,0) # fux(0,0).
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Vertauschbarkeitssatz von Schwarz.

Satz: Ist f: D — R, D C R™ offen, eine C2-Funktion, so gilt

azf aZf
dx; 0% (X1,...,Xn) = Ix10x; (X1,.++yXn) fiir alle i,j € {1,...,n}.
Beweisidee: Zweifache Anwendung des Mittelwertsatzes (Ubung). []

Folgerung: Ist f(x) eine C*-Funktion, so kann man die Reihenfolge der
Differentiationen zur Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur k-ten
Ordnung beliebig vertauschen! L]
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BEiSpiEl. Berechne fiir die Funktion
f(x,y,z) = y?zsin(x>) + (coshy + 17€XZ)ZZ

die partielle Ableitung dritter Ordnung f,,..
Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen ist beliebig vertauschbar, da f € C3.

e Differenziere zunachst nach z:
f,(x,y,2z) =y?sin(x>) 4+ 2z(coshy + 17exz)

e Differenziere dann f, nach x (damit fillt coshy raus):

0
fox(X,Y,2) = ™ ( 2sin(x3) + 2z(coshy + 17exz))

— 3x%y?cos(x’) + 68xze*
e Fiir die partielle Ableitung von f,, nach y erhalten wir schlieBlich

fxyz(x>y> Z) — 6X2y COS(XS)
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Der Laplace-Operator. Der Laplace-0Operator ist definiert durch

nooa2
A= —
.Z Ox2
i=1 1
Fiir eine skalare Funktion u(x) = u(x1,...,Xn) gilt somit

e Beispiele fiir (relevante) partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung:

1 .
Au — St = 0 (Wellengleichung)
1 3 . .
Au — LUt = 0 (Warmeleitungsgleichung)
Au = 0 (Laplace-Gleichung oder Potentialgleichung)

e Falls Au =0, so heiBt f harmonisch.
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BGiSpiEl: Fir u(x) = u(r(x)), kurz u =u(r), wobei r = ||x||2, gilt

noo~D
Au = —u(r)
; 0x?
b 0 / X1
B g X1 [LL (T)?}
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