Analysis 111, SS05, 12.10.2005, (Oberle)

Aufgabe 1:

a) Sei K C R? der von der Kurve

c:[FL1 o RE o) = (11 —)",

berandete, kompakte, bzgl. beider Koordinaten projizierbare Bereich.

Berechnen Sie [, rotf(x,y) d(z,y) fiir das Vektorfeld
f:R* =R, f(z,y)=(y, 1-2)"

b) Berechnen Sie das Volumen des Korpers K C R?,

x
K=¢(v] |l <1, —(1—$2)§y§1—x2,OSZS(l—xQ—y),@)GM
z

Losung zu Aufgabe 1)

a) Die Kurve c¢: [—1,1] — R?,

c(t) = (1—2,¢(1—1)",

parametrisiert den Rand von K in ma-
thematisch positiver Umlaufrichtung.
Die Menge K ist offensichtlich proji-
zierbar und der Integralsatz von Green
kann angewendet werden. Es gilt

e(t) = (=2t 1—36%)"

und
fle(t) = (1 —12), 1—(1—2)" = (t—£,)".



Man erhalt also

/Krotf(:zc ) ff
/ () dt
/.

1
—2t(t — %) + (1 — 3t*) dt = —/ 24t dt

B t3+t51 16
13 5], 15

Alternativer Losungsweg: Mit ¢ = (c;,¢2)" sieht man, dass ¢ ([—1,1]) =
0,1] ist. Setzt man z = c;(¢) so erhilt man t* =1 — x . Dies bedeutet

Kz{(i)’Oﬁxﬁl, —x\/l—xgygx\/l—x}.
Es gilt weiterhin mit f = (f;, f;)T

oty ofy

rot f(z,y) = agc(ﬂc,y) ay(ﬂc Y) = =2

SchlieBSlich ergibt sich mittels des Satzes von Fubini und partieller Integra-

tion
1 zv/1—x
/ rot f(z,y) d(z,y) :/ / —2dydz
K 0 —zy/1—2

1
:/ —4xv/1 — x dx
0
1
B (1-2)2 Y(1—a):
= 4|z —g—| +4 O g da
2 0 2
1
_ 8 |-z 16
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- / d( 1 1—z2 1—22—y
= [ 1d(z,y) :/ / / dzd
K —-1J-1-22)Jo “dy do
1 1—z2
— 1— 22—
/_1 /—(1—2:2)( ! y> dy
1 z?

1,]7
= / 2(1 — 2?)* — {—yﬂ dz
-1 2 _(1_332)



Aufgabe 2:

a) Stellen Sie das Taylorpolynom Ty(x, x°) zweiten Grades fiir die Funktion
fz,y) = sinz +y) + ye*

zum Entwicklungspunkt «° = (0,0)7 auf und geben Sie eine Abschitzung
fiir das Restglied |Ry( @, )| im Bereich |z| < 0.1 und |y| < 0,1 an.

b) (i) Zeigen Sie, dass (x,y) = (0,0)T ein singuliirer Punkt der implizit
definierten Kurve

(ZL‘2 + 4y2)2 + a2 — 4y =0

ist und stellen Sie fest, ob dies ein isolierter Punkt, ein Riickkehrpunkt
oder ein Doppelpunkt ist.

(ii) Zeigen Sie, dass es keine weiteren singuldren Punkte gibt.

Losung zu Aufgabe 2)

a)

fo = ye" Y + cos(z +y) £2(0,0) =1

fy= (1 —y)e"™¥ + cos(x +y) £,(0,0) =2

fzz = yeziy o sin(x + y) fxx(07 O) =0

foy = (1 —y)e" ¥ —sin(z +y) foy(0,0) =1

fyy = (y —2)e*™ —sin(z + y) fyy(0,0) = =2
| foral = |ye"™ — cos(z +y)| <01+ 1
| fawyl = | (1 — y)e" ™Y — cos(z + )| <112 41
| foyy| = |(y — 2)e" ¥ — cos(z + )| <2.1e%2 41

| fyu| = ’(—y—i—Q—l—l)e“”_y—cos(x—l—y)} <312 +1<3,1%2+1=72

To(x,xo) = v+ 2y + xy — y*

23
|Ro(x, )| < §C’||m — x|l < =(7.2)1073 =9,6.107% < 0.01.

S| oo



(3:2 + 4y2)2 + 2 — 4y = g(z,y) =0

gz(z,y) = 2(2% + 49%)2x + 22 = 22(22° + 8y* + 1) = ¢,(0,0) =0
gy = 2(2* + 4y*)8y — 8y = 8y(22% + 8y* — 1) <~ ¢,(0,0)=0
AuBlerdem gilt ¢(0,0) = 0. Also ist (0,0)7 ein singulirer Punkt der
Kurve. Es gilt

Guz = 1227 + 16y2 + 2
Gy = 327y
Gyy = 1627 +192y° — 8

Hg(0,0) = (22 _08)

Es liegt also ein Doppelpunkt vor.

damit erhalt man

Gesucht sind Punkte mit ¢ =g, =g, =0.
gu(z,y) = 2(2% + 4y*)2x + 22 = 22(22° + 8Yy? + 1) <= =0
gy = 2(2* + 4y*)8y — 8y = 8y(22% + 8y* — 1)

<= y=0oder 222 + 8> =1

Setzt man x = 0 in 2z% + 8y*> = 1 ein, so folgt y? = 1/8. Nun gilt
aber

g(0.5/1) =1-1#0.
T

Die Punkte (0, :I:\/g> liegen also nicht auf der Kurve. Der Punkt

(8) ist also der einzige stationédre Punkt.



