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Erinnerung

Obersumme,/Untersumme
S M, = ey, 1(2) und g
Dann bildet man Uber 7,1, .|
mit Fiicheninhalten Az, - M, brw. Az, -m;
Danit eshalt man

= ilefa, 0 £(0).
baw. Rechteck

S;(Z)= 3 Midz, Obersumme,
S
8(2)= Y mdz Untersamme

Xy Xy, X bux, X

von f beziigich Z.

Riemannsche Summe

S0 6 € (1,1, 7,] belebig im Intenal, § = 1, 50 gt m, < /(€) < M,
RZ)= Y fl&)ax

et Riamannsche Summe beziiglich der Zarkegung Z.

Satz: (Zumiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist I Stammfunktion einer stetigen Funktion f : 1 — R auf dem Intervall I
Dann gilt fiir beliebige a,b & I

"
/ f(t) dt = F(b) - F(a) = F(z)[5.

Oberintegral /Oberintegral:
Fiir feiner werdende Zerlegungen Z ist klar, dass die Obersumme Kieiner und die
Untersumme grofer wird.

Oaher

Ir= i0fSy(Z), Oberintegral
I, =supay(Z), Unterintegral
E;

von f beziiglich Z.

Definition: (Riemannsches Integral)
Sei f : [a,b] - R beschrankte Funktion. Dann heiBt f Riemann-integrierbar, falls

L=1Ip

wird b Integral von f iber [a, ]
genannt:
1= f " fie) dr.
 a heiBt untere, b obere Integrationsgrenze,
o [a.b] heift Integrationsintervall,
o  heiBt Integrationsvariable,

o Jj(x) heifit Integrand.




Obersumme/Untersumme:

Sei M; = sup,c(y, , 5, f(x) und m; =infocpz, 2, f(2). P
Dann bildet man iiber lxi_l,xi] oberes bzw. unteres Rechteck Y g!)e:'?t
mit Flicheninhalten Az; - M; bzw. Ax; - m;. Uu:: ent
Damit erhalt man ntersur
) Daher
S¢(Z) = Z M;Az; Obersumme,
i=1n /
sf(Z) = Z m;Az; Untersumme
i=1l:n /
a=x_x_ X, X, X, b=x X
von f beziiglich Z. 0°1°2 "3 "4 5
von f be

Riemannsche Summe:
Sei &; € [x;—1,z;] beliebig im Intervall, i =1 : n, so gilt m; < f(&) < M;.

R(Z)= ) f(&)Ax;

i=1:n

heiBt Riemannsche Summe beziiglich der Zerlegung Z.




Oberintegral /Oberintegral:

Fir feiner werdende Zerlegungen Z ist klar, dass die Obersumme kleiner und die
Untersumme groBer wird.
Daher

Iy = irZ1f S¢(Z), Oberintegral

I;= sgp sf(Z), Unterintegral

von f bezuglich Z.




Definition: (Riemannsches Integral)
Sei f :[a,b] — R beschrankte Funktion. Dann heiBt f Riemann-integrierbar, falls

) Lp=1Iy.
; Intervall T Der gemeinsame Grenzwert wird bestimmtes Riemannsches Integral von f liber [a, b]
' genannt:

I:/abf(m) dz.

a heiBt untere, b obere Integrationsgrenze,

[a, b] heiBt Integrationsintervall,

x heiBt Integrationsvariable,

f(x) heiBt Integrand.




Definition:

Sei f:[a,b
. . . Iy =1y
Satz: (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) b .
Ist F* Stammfunktion einer stetigen Funktion f : I — R auf dem Intervall I. er gem.em.
. C genannt:
Dann gilt fur beliebige a,b € I
b
| £ dt=F) - Fla) = F@). o o hei
e [a,b]
e x heil
o f(z)




Numerische Integration
Trapezregel

Bechachteny "
Baherger Areata ur Losurg dos btngrl [ (5)
« Finde Stamfushsion £12]

« Bochne 1) de = F1) - Fo.

@ Wan tun, e richt i Fo it
1 richt i Famksion gogeber v, ¥
Berechnungsidee:

Fiacheninhalt jodes Abschaittes (Hehe x Breite)

e )

Trapezregel:
Sei a = xg < o) < -+ < x, = b eine Unterteilung des Intervalls [a,b] und seien
¥ = f(z;), dann kann das Integral angenihert werden:

f!(z) does i v._:; Yy — 1)
- i=1

(1]

Trapezregel fir iquidistante Teikung;
It [0.b] durch ¢ = o+ kh mit k= =% und k = 0,1,....n Sguidistant geteilt,
0 erhilt man die summierte Trapezregel in der Form

/:/umw-(%n.u,m-vvvmﬁ,. *%nn)

Erinnerung

Numerische Integration und Int




Beobachtung:
Bisheriger Ansatz zur Losung des Integrals f: f(x) dx:

e Finde Stammfunktion F'(z).
e Berechne fab f(z) dx = F(b) — F(a).
Fragen:
e Was tun, wenn F'(x) unbekannt ist?
e Was tun, wenn F'(a) bzw. F(b) nicht einfach ausgewertet werden konnen?

e Was tun, wenn f nicht als Funktion gegeben ist?

Beispiel:
f konnte in Form diskreter Messwerte gegeben sein:

(37173/1); (.’Ifg,yg), ERR (:I;Tw yn)

ldee: numerische Berechnung

11.



X

" b=x

a=x 0

Berechnungsidee:

Flacheninhalt jedes Abschnittes (Hohe x Breite):

(l’z‘+1 — SCz)

Yi+1 + Ui

12.



f(x/

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
. |
1 konnen? 1
1
1

a=x b=x X
0 n

Berechnungsidee:
Flacheninhalt jedes Abschnittes (Hohe x Breite):

Yit1 + yi(

2 Tit1 — iEz)

Trapezregel:
Seia =129 < x1 < -+ < x, = b eine Unterteilung des Intervalls [a,b] und seien
y; = f(x;), dann kann das Integral angenahert werden:

b n
i—1 1T Yi
/ f(a:) dr ~ Z %(.’Ez — xi_l)
@ i=1

1

13.



Trapezregel fiir aquidistante Teilung:
Ist [a,b] durch T = a + kh mit h = =2 und k = 0,1,...,n 3quidistant geteilt,
so erhalt man die summierte Trapezregel in der Form

b
1 1
/ f(x) dx%h(§y0+y1 +y2+---+yn—1+§yn>
a

Bemerkung: Die Trapezregel liefert dann den exakten Wert des Integrals, wenn
f(x) in z, gerade den Wert y; annimmt und in den Intervallen [x;_1,x;] linear ist:

T — T;_
f(x) =yi—1+ ) e (¥i —¥i-1), @ € [Ti—1,x4].

i — Li—1

15.



Erinnerung

\nalysis I

sche Integration und Interpolation

Lagrange Interpolation

Problemstellung: (Interpolationsproblem)
Sei die Wertetabelle

(@ou30)y (@1. )y (T )y
mit Stitzstellen z; und Werten yx gegeben .
Dann besteht das i darin, eine stetig di

).

[+ [#0, 2] — K 2u finden, s0 dass

J#)=w i=01..n

Beispiel

23 47 10121315
32679 1518 7 N

MATLAR

Funktion

Frage: (Lagrange-Interpolation)
Gibt es eine stetig differenzierbare Funktion f, fiir die gilt

fl@)=wy, i=0,...,n?

(2]

Satz: (Lagrange-Polynom)
Das Polynom pa(x) = ¥ L;(x)y; mit Koeffizientenpolynomen

L) - fl T—a

=05y T T

erfiillt das Interpolationsproblem. p,, () heiBt Lagrange-Polynom
L;(x) sind Produkte aus n Linearfaktoren und daher Polynome n-ten Grades.

16.



Problemstellung: (Interpolationsproblem)
Sei die Wertetabelle

(370,’,!/0), (x17y1)7 ) (wnayn),
mit Stiitzstellen xx und Werten y;, gegeben (kK =0,1,...,n).

Dann besteht das Interpolationsproblem darin, eine stetig differenzierbare Funktion
f i [xo,xn] = R zu finden, so dass

flxi)) =vi, i=0,1,...n.

Yo

18.



on

Frage: (Lagrange-Interpolation)
Gibt es eine stetig differenzierbare Funktion f, fur die gilt

©

19.



Satz: (Lagrange-Polynom)

Das Polynom p,(z) = >

i—o Lj(z)y; mit Koeffizientenpolynomen

L) = [[ —>

xZr €I,
i=0,i#j ~J ’

erfiillt das Interpolationsproblem. p,,(x) heiBt Lagrange-Polynom
L;(x) sind Produkte aus n Linearfaktoren und daher Polynome n-ten Grades.

Bemerkung:
Es gibt nur ein Polynom p,, vom Grad n das die Bedingungen

Pn(ﬂ%) =Y

furt=0,...,n erfillt.

21.



Beispiel

zz 1 2 3 4 7 10 12 13 15

Yi 3 2 6 7 9 15 18 27 30

Lagrange interpolation
T T

- | — — spline

s | NtErpOI.
O givenvals.

nodes, X

MATLAB

S¢

er

fu

22.



tion

EENLCE NE S P

N
pale) de = S0 44:342)

Newton Interpolation

Vorbemerkungen: (Newton-Interpolation) (N ion - gestaffeltes
Wie bei der Lagrange-Interpolation: Wir erhalten ein gestaffeltes Gleichungssystem der Form:
o Wertetabelle ist gegeben: (x,.y). i =0,....n.
® Gesucht ist [ : [z0.x,] — R stetig differenzierbar mit f(;) » b
" . n bo+ by (21 — 20)
o Wieder soll f(x) = p, () ein Polynom n-ten Grades sein o+ b (e — 20} + baCea — 20w —2)

= es ist das selbe Polynom.
Anders als bei der Lagrange-Interpolation: U = botbilzn—zo) +balzn — zo)len — 21+t
o Ansatz: B(zn = 20}tn = 21)- - (20 = Fn1)
Pal) = by 41 (z = 20) 4 balw —z0) (=21 ) 4+ 4 bz = T0) -+ (2= Zns)

o Bestimme by, 5o dass p, (x,) = y, erhalten gestaffeltes Gleichungssystem.

Bemerkung. (Divdierte Differenzen)

S = ) an n + 1 Stiitzstellen gegeben so lassen sich

st W (i =0,
Onidierte Differenzen oder auch Steigungen definieren durch
« Dividierte Differenzen (-ter Ordnung:

Folgerumg: Mit den Dividierten Diferenaen lisst 5ch 1 (7] schveiben:

i) = fro] + [rom|(x — r0) + [romieslle — 7o)z — 1)+ -+ + e

 Dividierte Differenzen r-ter Ordnung:

&

LR

e

23.



Vorbemerkungen: (Newton-Interpolation)
Wie bei der Lagrange-Interpolation:

e Wertetabelle ist gegeben: (z;,v;), i =0,...,n.
e Gesucht ist f: [z, x,] — R stetig differenzierbar mit f(z;) = y;.

e Wieder soll f(z) = p,(x) ein Polynom n-ten Grades sein
= es ist das selbe Polynom.

Anders als bei der Lagrange-Interpolation:

e Ansatz:
Pn(x) = by +b1(x—x0)+bo(x—x0)(x—21)+ -+ bp(x—20) - (T—Tp_1)

e Bestimme b;, so dass p,(z;) = y;, erhalten gestaffeltes Gleichungssystem.

©

m

24,



Bemerkung: (Newton-Interpolation — gestaffeltes Gleichungssystem)
Wir erhalten ein gestaffeltes Gleichungssystem der Form:

Yo
U
Y2

Yn

bo
bo + b1(z1 — o)
bo + b1(z2 — zo) + b2(z2 — x0) (2 — 1)

bo + b1(xn — x0) + b2(zn, — x0) (X —21) + -+ +

bn(xn, — x0)(Xp — 1) ... (T, — Tp—1)

25.



Bemerkung: (Dividierte Differenzen)
Ist f(x;) =vy; (i=0,...,n) an n+ 1 Stiitzstellen gegeben so lassen sich
Dividierte Differenzen oder auch Steigungen definieren durch:

e Dividierte Differenzen 0O-ter Ordnung:

[z;] ==vyi;, ©1=0,...,n.

e Dividierte Differenzen 1-ter Ordnung:

Li] — (X . . g o
[xsz] = %7 2, =0,...,n, Z#J
i —

e Dividierte Differenzen r-ter Ordnung:

il oo Ljgp| = .

Litr — T4
Bemerkung: Es gilt die Symmetrie-Eigenschaft

[wom'l .. ..I'n] = [CL’n$n_1 ce wo] = [:L’k,oxk,l ce .CB;;”]

27.



Folgerung: Mit den Dividierten Differenzen lasst sich p,(z) schreiben:

pn(x) = [x0] + [Toz1](x — 20) + [Tox122) (T — o) (X —21) + -+ - + [T . . . Tp) (T — ) -+ (x — Tpp—1).

4

28.



Numerische Integration
Simpson-Regel

Erinnerung;
Die Integration mit der Trapezregel war fir / linar innerhalb der Teilintervalle
[Fesa] (=1, n) exakt,

Ziel: Beispiel
Genaue Integation fir kompliziertere Funktionen (siehe Skizze) L
* Gegeben: Wertetabeie ; 1312

« Trapez-Rogel:

1 5
[l(z]drg/:n(xldr FAH4-342)

Veraligemeinerung.
Sei L) it = o+ ih, wobei b = &2 Squidstante Stitzstellen,
a0 [ bl = 2m i gerade en

« Dann existieren Teimtervate [r20-3.x] (K = 1.....,m) 5o dass

tevrel = (Jteaer. 2l

. ). (230 920).

ir )
und Berechne das Polynom pa(z) mit pa(rss—s) = van—y (j = 0.1,2).

© Das Integral im Teintervall (13, 72 ist dann gegeben durch die
Kepplersche Fasregel

]-:A,’"(" &=

© Nun kann das gesamte Integral berochnet werden mit der Simpson-Roge:

vz + s + v).

Sy ds = z]" ole) de

h
= g L0+ va) 2w b e b ) A+t b))

f‘/'x]rtral 241-2,5- 4,1

Ne

Vorbemerkungen. (Newton-Interpolatic
Wie bei der Lagrange-Interpolation:

* Wertetabelle ist gegeben: (x;, ),
© Gesucht ist f : [xg,x,] — R stetig

o Wieder oll {(x) = pa(x) ein Poly
= es st das selbe Polynom.

Anders als bei der Lagrange-Interpolatior
o Ansatz:
Polz) = bo+by(x—29) +bafx —2¢

® Bestimme b, so dass p, (/) = yi,

Folgerung: M den Onisierten Difftrenzen list

Pala) = fro] + Jromf(e =

29.



Erinnerung:
Die Integration mit der Trapezregel war fur f linear innerhalb der Teilintervalle
[xi—1,2:] (i =1,...,n) exakt.

Ziel:
Genaue Integration fiir kompliziertere Funktionen (siehe Skizze)

f(x)|
tatsdchlicher
Pl Verlauf des
F<nktionsgraphen
37 7\ Polynom 2.Grades
27
1-.

1 2 3 4 «x

Idee:
Berechne das Integral des Interpolationspolynoms!

/abf(x) iz ~ /abpn(:c) iz,

31.



Beispiel:

ZT; 1 2 3
e Gegeben: Wertetabelle g 13 2
e Trapez-Regel:

3
/ fl@)de~1-241-2,5=4,5.
1

e Lagrange-Polynom:

(x —2)(x —3) (x—1)(xz—-3) (z—1)(z—-2)
> 1+ - .3 > 2.

pn(z) =

e Integration:

32.



Verallgemeinerung:
Sei (x;,y;) (1 =0,...,n) mit z; = a+1ih, wobei h = ”_T“ aquidistante Stiitzstellen,
also [zo, x| = [a,b]. n = 2m sei gerade angenommen.

e Dann existieren Teilintervalle [zo—2,z2k] (K =1,...,m) so dass

m
[0, 0] = U [@ok—2, T2k].
k=1

o Bestimme fiir [xor_2, x2x] die Wertepaare (zak—2, Yok—2), (T2k—1, Y2k—1), (T2k; Y2k ),
und Berechne das Polynom ps(z) mit pa(z2k—;) = yar—; ( =0,1,2).

e Das Integral im Teilintervall [zor_2, z2k| ist dann gegeben durch die
Kepplersche Fassregel:

T2k h
/ p2(z) do = g(ka—2 + 4yak—1 + Yok ).

2k—2

e Nun kann das gesamte Integral berechnet werden mit der Simpson-Regel:

/abf(a:) dr =~ Z/z po(z) dx

= Z[(yo+yom)+2(y2+ys+ - +vYoam—2) +4(1 +ys+ -+ yam—1)]

OJD“I

33.



Numerische Integration
Trapezregel

Numerische Integration
Simpson-Regel

Erinnerung

Analysis Il

<1

Jom B
r

Kai Rothe:

Numarscha Intogration und irterpolaton

Lagrange Interpolation

Frage. (Lagnge Inspclation)
Gt es o0 st dfereraietone Furition . flr G g0

Newton Interpolation

o e, 5| Mo L P
L}t e o Lt 41 s P o Gt
o

b . o ok 4 o B

i e
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