Analysis li

Diskrete Fourier-Analyse
Buch Kapitel 3.9




Erinnerung

Frage: Sei f : R —+ R eine 2r-periodische Funktion, Lisst sich dann eine Darstel-
fung.

f==3

+ 3 (au cosfnx) + by sin(nz))
or gooignete ag,an, ., by, ba,.... € R finden?

Die Partialsummen () werden durch die trigonometrischen Polynome.

3" (@n con(nz) + by sin(nz)), m=0,1,...
=

Bemerkung: Die Kocffizienten o, der kompakten Form ciner Fourier.Reihe lassen
sich wiedar durch Integration berec)

[ %/j./l!?r'”" dr.

Auberdem geiten die Bezichungen zu den recllen Koeffzienten (n = 0,1,2,

G = Gutoom

by = o - ).

wvon Fourier-Reihen im Mittel)
: R = R eine 27-periodische, stuckweise stetige Funktion

Dann konvergiert die zugehorige Fourier-Reihe im quadratischen Mittel gegen f.

Fiir die Partialsummen s, der Fourier-Reibe von f gilt:

i [~ smllz =0,

Bemerkung: (Komplexe Schreibweise einer Fourier-Reine)
Mit den folgenden Vereinbarungen und den Eulerschen Formeln:
by fiir 7 =0,1,2,

® cos{nr) = 4 und sinfnr) = <G

kann man eine Fourier-Reihe zu einer Funktion f(x) kompakt schreiben:

f@= 3 ane




Frage: Sei f : R — R eine 27-periodische Funktion. Lasst sich dann eine Darstel-
lung

Z an cos(nx) + by, sin(nx))

fur geeignete ag, a1,...,b1,bo,... € R finden?
Die Partialsummen (s,,,) werden durch die trigonometrischen Polynome
0 m
=3 nzzjl an cos(nz) + by, sin(nz)), m=0,1,...

definiert.




Satz: (Konvergenz von Fourier-Reihen im quadratischen Mittel)
Sei f: R — R eine 2m-periodische, stiickweise stetige Funktion.
Dann konvergiert die zugehorige Fourier-Reihe im quadratischen Mittel gegen f.

Fur die Partialsummen s,, der Fourier-Reihe von f gilt:

lim ||f — sm|2 =0.
m—r o0




Bemerkung: (Komplexe Schreibweise einer Fourier-Reihe)
Mit den folgenden Vereinbarungen und den Eulerschen Formeln:
® a_,:=ap, bp:=0undb_,, :=—-b, furn=0,1,2,...,

° an::%ﬁjrnEZ,

inx —inx
e —e

23 !

e‘I.TLiII +e—’L‘TL1§

5 und sin(nx) =

e cos(nx) =

kann man eine Fourier-Reihe zu einer Funktion f(z) kompakt schreiben:

f(ZC): Z aneinm

n=—oo




Bemerkung: Die Koeffizienten «,, der kompakten Form einer Fourier-Reihe lassen
sich wieder durch Integration berechnen:

1 [7 -
oy = — f(x)e """ dx.

T o e

AuBerdem gelten die Beziehungen zu den reellen Koeffizienten (n =0,1,2,...):

an = Onp+Q_p,

b = (o, —a_y).




Komplexe
Fourier-Reihen

e Ein . e X Satz: (Rechenregeln fir Fourier-Reihen)
Vorbemerkung: Bei der Einfiinrung von Fourier-Reihen haben wir keine speziellen Seen J15 B3 C Loperiodische. st glatte Funktionen mit den Fourir-
Eigenschaften von K ve 3 e e

Fiir die Einfiihrung von Fourier-Reinen fir £ : R - C muss lediglich beachtet

wer 3 &,

//(r) dl:/Re/(l] -n+,/n..](1) ar. =Y e

gy = A=t
mit w = %, wobei L als Schwingungsdaver und w als Kreisfrequenz interpretiert
werden kiinen. Es gelten dann die folgenden Rechenregeln.

L. Linearitat: Mita be C
af+bg= Y (aa, +bd,Je"™"
2. Konjugation bzw. Zeitumkehr:

x x
f=Y ame™, baw. f(-t)= Y a @™
Satz- (Parsevalsche Gleichung) I

Seien f.g : R — C Lopericdische, in [0, L] stickweise unktionen mit 3. Strockung oder Ahnlichkeit:

den Fouriar-Raihen wia im vorherigen Satz (f(t) = 3200 o one™' und g(t) = .

L Ane'™). Dann gelten Jd)= Y agent

3 ok = 3 [ o

4 im Zeitbereich (

S e = e y
Yt = f»/x. 1f(6)* d  (Parsevalsche Gleichung).

[N

5. Verschiebung im Frequenzbereich.

= S et




L - WNE B B wWw nEm

Vorbemerkung: Bei der Einflihrung von Fourier-Reihen haben wir keine speziellen
Eigenschaften von R verwendet.

Fur die Einfuhrung von Fourier-Reihen fur f : R — C muss lediglich beachtet

werden:
/f(t) dt = /Ref(t) dt+z’/1mf(t) dt.




Satz: (Rechenregeln fiir Fourier-Reihen)

Seien f,g : R — C L-periodische, stiickweise glatte Funktionen mit den Fourier-
Reihen

f(t) — Z anez’nwt

n=-—00
00
g(t) — Z ﬁneznwt

mit w = 2% wobei L als Schwingungsdauer und w als Kreisfrequenz interpretiert

werden konnen. Es gelten dann die folgenden Rechenregeln:

1. Linearitat: Mit a,b € C

oo

af +bg = Z (acu, + bBy)e ™

n=—oo

10.



[ - -

1. Linearitat: Mit a,b € C

oo

af +bg = Z (acu, + bBy)e ™"

n=—oo

2. Konjugation bzw. Zeitumkehr:

m: i a—_neinwt’ bzw. f(—t): i a_neinwt.

n=—oo n=—oo

nit 3. Streckung oder Ahnlichkeit:

o0
f(Ct) — Z aneincwt
4. Verschiebung im Zeitbereich (Phasenverschiebung):

oo

f(t + a) — Z (einwaan)einwt

n=—oo

5. Verschiebung im Frequenzbereich:

oo
eikwtf(t) — Z an_keinwt

n=—oo

11.



Satz: (Parsevalsche Gleichung)
Seien f,g : R — C L-periodische, in [0, L] stiickweise stetige Funktionen mit

den Fourier-Reihen wie im vorherigen Satz (f(t) = Y00 a,e™ " und g(t) =

S o Bre™t). Dann gelten

n=—oo
00 L 1 L L
> adn = 1 [ s a
n=-—oo 0
Z loan? = Z/ |f(t)|? dt (Parsevalsche Gleichung).
n=—oo 0
Bemerkung: Mit der Beziehung a,, = % und Zusammenfassen der Terme mit

Indizes n und —n ergibt sich die Parsevalsche Gleichung der Form

2 o0 L
ag Z 2 2y _ 2 2
2 + (an + bn) - L /0 ‘f(t)| dt

n=1

13.



Motivation

Horen Sie den Unterschied?

Ed Sheeran
Shape of You

(WAF, 41.2 MB) (MP3, 3.7 MB)

14.



Horen Sie den Unterschied?

Ed Sheeran
Shape of You

(WAF, 41.2 MB) (MP3, 3.7 MB)

Kompressionsfactor: 11.1



Interpolation

Satz: (Interpalierendes Fourier-Potynom)

seien k = 2n (n € N) Werte g, y1,s,---.0h = o einer 2x-periodischen
Funktion an den Squidistant verteilten Stitzstelen £o,21,23,.... 24 = 2o + 2%
egeben. Das speielle Fourier-Polynom vom Grad n

Gegeben: i=1:m (t;,b;) Daten

Aufgabe: Finde f(x) sodass f(t;) = b;

- .
ailn) =G+ 3t clhr) + bsinta)] + % on(nz)

terpolations Problem mit Koeffizienten

a4 = %lm-‘mv‘wr.)
232 2:

a = p Y (mesimy)
=1

. 2l g

W = EE(,,.H.(...T,

dh esgile

oulz) = J=0..

Definiere:

Dann stz

Kostem: Wie cibien in Ars:

 Dishrete Foures Trae

o Schnelle Fourier Tear

 Schnelle Fourier Trar

19.



Gegeben: ¢t =1:m (¢;,b;) Daten

Aufgabe: Finde f(z) sodass f(t;) = b;

Interpolations Problem

20.



Satz: (Interpolierendes Fourier-Polynom)

Es seien & = 2n (n € N) Werte yo,y1,Y2,..-,Yc = Yo einer 2m-periodischen
Funktion an den aquidistant verteilten Stutzstellen xg,z1,29,...,2r = xg + 27
gegeben. Das spezielle Fourier-Polynom vom Grad n

*

6 - ar
=5 ’; ay, cos(kx) + by, sin(kz)] + > * cos(nz)

mit Koeffizienten

. 2
ay = E(yo+y1+~-+yn)
k—1 )
. 2 j2m
a, = % (y; cos(m—k )
J=1
k—1 .
. 2 . j2m
b = A j:l(yj Sm(mT)

ist das eindeutig bestimmte interpolierende Polynom zu den gegebenen Stiitzstellen,
d.h. es gilt:

an(zj) =yj, Jj=0,...,k.

21.



Bemerkung: In dieser Darstellung ist es unerheblich, ob y; als einzeln gegebene
Messpunkte oder als Auswertungen einer Funktion y; = f(x,) gegeben sind.

22.



Exkurs: Scheller
Algorithmus

Abbildung Lésungsweg
Definiere: £, . "' . R,
fa) - ¢ GmOin e = F(y™) r
. f(5)
Yo " - f(25)jm0m,
v mit O c o cdm } I m=0:n,
=
" 2
Dann ist zu Iosen: wnimet =T
(1) — F (y(®)
e = F,(y'"™). (Annahme: n = 2%)
Divide-et-Impera - 1 (divide)
stellen,
Kasten w
+ Dikete Fouier Trasfcrmation (DFT)
#llops = S’

 SchoateFor Taomiton (FFT) 2 v
o= 2.[82] = 2
® Scheele Fourier Transformation (FFT) (o Level)
Whops = nlogn

Divide-et-Impera - 2 (impera)

n) ")
D = ()

A WC Rt e !

(n/2) (n) (n) .
y" =yt i=0:n/2,
/2 _ [,m_ |-

I - [y.l - “,./2]"""

23.



Abbildung

Definiere: F, : R**1 - Rn+L
f(xj) — Cj? ]:0:77/

mit vy = f(%)j=0m;

C( = Cj=0:n-

Dann ist zu losen:

c™ = F,(y™).

24,



Losungsweg

(n) _ (n)
) =y, m=0
§j=0
2T

(Annahme: n = 2%)

25.



Divide-et-Impera - 1 (divide)

n/2 n/2

(1) cé’,’,i _ Z (n) 772ym Zyj(i)n/zw—z(ﬁn/mm
n/2 -
= Z( (n)+y(i)n/2) n/2m
i=0
n/2 n/2
) c(;:rzﬂ - Zy(")w—](2m+1)+2y§:‘_)n 2w—(]+n/2)(2m+1)
n/2
= 2 [0 o]
=0

Es gelten die Beziehungen:

2
w'n, = wn/27

2m n/2
Wn

wgl2m+1) n/2

26.



Divide-et-Impera - 2 (impera)

¢ = (M M ey,
S (A
v, = u e T=0:0/2
(n/2) (n) _, (n) —J
R 00 Ko

The original problem is replaced by two problems of half the size!
™D = F o (y™/D). /2 = B (/).

27.




Kosten: Wir zahlen in Anzahl FlieBkommaoperationen (flops) in fiihrender Ordnung

e Diskrete Fourier Transformation (DFT)

#flops = 8n?.
e Schnelle Fourier Transformation (FFT) (2 Level)
_ 9. Nel _ 402
flops = 2 [8(2) ] 4n

e Schnelle Fourier Transformation (FFT) (« Level)

#flops = nlogyn

28.



Daten
Kompression

Sampling: (Wie digitale Musik funktioniert)

Schallwellen werden mit 44,1 KHz abgetastet.

Kompression: (Die Mathematik im MP3-Format)

Die “gesamplete” Funktion wird als Fourier-Reihe dargestellt mit

14 n-1

: song(t) = Y axe, mit ax = F(y(ti)).
=0

8
Nun werden folgende

o " Koeffizienten der Reihe werden 3ssigt und nicht gespe-
ichert

AT E B e B e B B B el . g;b:; wird ein perzentuelles Modell verwendet (was hort das menschliche
2
Berechnung der DateigroBe:
o Die Koeffizienten werden in einer bestimmten Art gespeichert (Huffmann
Datei = dt100  Denpunkte Enkodierung)
Kanal x Sekunde
B _ ondle - 234 Sekunden « Diverse weitere technische Optimierungen...
Datenpunkt
41.277.600 bytes
= 41,2 Mbytes

29.



Sampling: (Wie digitale Musik funktioniert)

Schallwellen werden mit 44,1 KHz abgetastet.

1€
1€
14
12
1C
8

[ R N L

M2ZN4NEHENTNEN3NTIS 16 1B 18 15 1 10 18 19 W3nzhol

Berechnung der DateigroBe:

Datei

Datenpunkte
Kanal x Sekunde

ﬂ - 2 Kanale - 234 Sekunden
Datenpunkt

41.277.600 bytes
41,2 Mbytes

44.100

Kompres
Die “gesc

Nun werc

e “U
iche

e Dal
Ohi

e Die
Enl

e Div

30.



Kompression: (Die Mathematik im MP3-Format)
Die “gesamplete” Funktion wird als Fourier-Reihe dargestellt mit

n—1
song(t) = z are™*, mit ap = F, (y(te)).
k=0

Nun werden folgende Vereinfachungen/Kompressionen vorgenommen:

e “Unwichtige” Koeffizienten der Reihe werden vernachlassigt und nicht gespe-
ichert

e Dabei wird ein perzentuelles Modell verwendet (was hort das menschliche

Ohr?)

e Die Koeffizienten werden in einer bestimmten Art gespeichert (Huffmann
Enkodierung)

e Diverse weitere technische Optimierungen...

31.



Datenanalyse

Idee: (Datenanalyse)

Die Wellenkomponenten ¢~ sagen etwas iiber die Frequenzanteile des Signals Datenana[yse
aus! .
Schritte
- Interpoliere Daten
« Plotte Koeffizienten
2 Beispiele:
Also: Ti Sor )
« Interpoliere Daten mit diskretem trigonometrischen Polynom (diskrete Fourier-
Reihe) . -

* Die Fourier-Koeffizienten geben die “Stirke” jeder Wellenlinge wieder.

« Die einzeinen Fourier-Komponenten reprisentieren die jeweilige Frequenz.

32.



Idee: (Datenanalyse)
Die Wellenkomponenten e'™“! sagen etwas lber die Frequenzanteile des Signals
aus!

first components of Fourier series

—m=1
08 —m=2
——m=4
06 1 -

04 .

02 -

02 .

-04 |- -

-06 |- -

-08 | -

Also:

e Interpoliere Daten mit diskretem trigonometrischen Polynom (diskrete Fourier-
Reihe)

e Die Fourier-Koeffizienten geben die “Starke” jeder Wellenlange wieder.

e Die einzelnen Fourier-Komponenten reprasentieren die jeweilige Frequenz.

33.



iile des Signals Datenanalyse
Schritte

- Interpoliere Daten
- Plotte Koeffizienten

2 Beispiele:
Tidenpegel Sonneflecken

krete Fourier-

AN = T AN . H“f M M‘W |
Frequenz. i W i M ||J IH oS ]

34.
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Fourier-Reihen

Erinnerung
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Motivation Interpolation Algorithmus Kompression

Héren Sie den Unterschied? . —_— -

Komprossionstactor. 11 1

Datenanalyse




