Analysis li

Fourier-Reihe
Buch Kapitel 3.8-3.9




Erinnerung:
Trigonometrisches
Funktionensystem

er-Reihe

o] lita i fiir trig i F i
Definiti Tri isches Funkti Fiir k.n € N gilt:
Die Funktionen 1,sin(nzx), cos(nzx) fir n € N bilden das "
. . - ( ) ), cos(na) .e / cos(nz)sin(kz) dr = 0,
tri ische F {1,sin(nz), cos(nx)}. -
x
/ sin(nr)sin(kr) dr = S,
Ziel o
Periodische Funktionen mit Hilfe des trigonometrischen Funktionensystems darstellen 5
= du.
Bemerkung: Jede L-periodische Funktion f lasst sich durch die Transformation , R
abei ist das Krone
; L
Jo =150
in eine 2r-periodische Funktion f umwandeln. (Betrachte also 27-periodische Funk-
tionen)
- formet: (Fourier Anlyse) Frage: S /R - R e 2r.puriodiche Furktion Lise i dsan aoa D
Unter der Voraussetzung, dass es eine Darstellung f(x) = % + 3707 (a. cos(nr) + lng .
b sin(nz)) gibt die gleichmaig konvergiert, lassen sich die Fourier-Koeffizienten J(x) = %+ 3 (an cos(nz) + b, sin(nz)
ay, b, berechnen durch die Fourier-Analyse: 2 net

fir geeignete ag,an,....by. by, ... € R finden?

é[ () contnz) dz n

" s Die Partialsummen (s,,) werden durch die trigonometrischen Polynome
b= [ sesinur) ae n=1.2, -
it “l-;(n..mlru‘) +basin(nz)), m=0,1,...
Jean Baptisie Jaseph Fourer definiert.

1768 Auverre 11830 Pars




Or

Definition: (Trigonometrisches Funktionssystem) Fu

Die Funktionen 1,sin(nx), cos(nx) fir n € N bilden das
trigonometrische Funktionensystem {1, sin(nz), cos(nx)}.

Ziel:
Periodische Funktionen mit Hilfe des trigonometrischen Funktionensystems darstellen!

Bemerkung: Jede L-periodische Funktion f lasst sich durch die Transformation
A L
t) = f(t—
f) = ft55)

in eine 27-periodische Funktion f umwandeln. (Betrachte also 27-periodische Funk-
tionen).




len!

Orthogonalitatsrelationen fiir trigonometrisches Funktionensystem:

Fur k,n € N gilt:

/7r cos(nz)sin(kz) de =

—Tr

/ " sin(na) sin(kz) dz =

—1TT

/_7r cos(nz) cos(kx) de =

5nk'7r7

OnkT.




Frage: Sei f : R — R eine 27-periodische Funktion. Lasst sich dann eine Darstel-

) + lung

o0
enten = Z an cos(nx) + by, sin(nx))
fur geeignete ag, a1,...,b1,bo,... € R finden?
Die Partialsummen (s,,,) werden durch die trigonometrischen Polynome
m
ag _
=3 nz_:l an cos(nz) + by, sin(nz)), m=0,1,...

definiert.




Berechnungsformel: (Fourier Analyse)

Unter der Voraussetzung, dass es eine Darstellung f(z) = %+, (ay cos(nz)+
b, sin(nz)) gibt die gleichmaBig konvergiert, lassen sich die Fourier-Koeffizienten
an, by, berechnen durch die Fourier-Analyse:

1 ™

an = — f(x)cos(nx) der n=0,1,2,...,
1 [" )

by = — f(x)sin(nz) de n=1,2,....
TJ—x

Jean Baptiste Joseph Fourier
*1768 Auxerre 11830 Paris
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Funktion

gatte Funktion)
+ Intervall £ defiert. f heit stickweise glatt falls

‘nzierbar, ausgenommen auf ciner Menge voa Punkten, die
hiufen.
mepunkten x; existieren die rechts. und linksseitigen Gren-
ungen
Sx,+0) wnd Sz, —-0),
Lz +0) und [z -0),
die Grenzwerte
(i +0) = Jlim
e
Sz AW - S5 - 0)
o h :

Sla+h) = Sz +0)
- .
(5-0) =

e, st der Fumktionswert (z,) das arithmetische Mittel dor
e

Slo = 3 Ul +0)+ fla - 0)

Stickweise glatte Funktion

Fourier-Reihe

Definition: (Fourier-Reihe)
Nach der Herleitung der Fourier-Analyse lasst sich formal fiir jede integrierbare
Funktion f die Reihe

%ﬂ + "g‘(a,. cos(nx) + by, sin(nzx))

bilden. Sie heiBt Fourier-Reihe.

Satz: (Konvergenz von Fourier-Reihen)

Sei f: R — R eine 2m-periodische, stiickweise glatte Funktion.
Dann konvergiert die zugehorige Fourier-Reihe punktweise gegen f.
In jedem abgeschlossenen Intervall ohne Unstetigkeitsstellen von f
ist die Konvergenz sogar gleichmaBig.




Definition: (Fourier-Reihe)
Nach der Herleitung der Fourier-Analyse lasst sich formal fiir jede integrierbare
Funktion f die Reihe

% + ;(an cos(nz) + by, sin(nz))

bilden. Sie heiBt Fourier-Reihe.

Frage: Fur welche f konvergiert die Fourier-Reihe gegen f7

10.



Stiickweise glatte
Funktion

Definition: (stiickweise glatte Funktion)
Sei f: I — IR auf einem Intervall I definiert. f heiBt stiickweise glatt falls:

1. f ist stetig differenzierbar, ausgenommen auf einer Menge von Punkten, die
sich in I nirgends haufen.

h |

2. In diesen A x; existi die rechts- und linksseitigen Gren-
zwerte und Ableitungen:

f(zi+0) und  f(z; —0),
F(z:i+0) und  f'(z;—0).

Es existieren also die Grenzwerte

fl@i+0) = i{%w,
fllzi—0) = k}})w

3. In allen Punkten z; ist der Funktionswert f(z;) das arithmetische Mittel der
einseitigen Grenzwerte (\ereinbarung)

S = 5 (F(ai +0) + (@i - 0)).

Stiickweise glatte Funktion
f(x)

11.



Definition: (stiickweise glatte Funktion)
Sei f: I — R auf einem Intervall I definiert. f heiBt stiickweise glatt falls:

1. f ist stetig differenzierbar, ausgenommen auf einer Menge von Punkten, die
sich in I nirgends haufen.

2. In diesen Ausnahmepunkten z; existieren die rechts- und linksseitigen Gren-
zwerte und Ableitungen:

f(z;+0) und f(z; —0),
f'(x; +0) und f'(z; —0).

Es existieren also die Grenzwerte

flxi+h)— f(z; +0)

f(z; +0) = }lll{‘% A ;
/ T f(:l,‘l-}—h)—f(:l:i—())

3. In allen Punkten z; ist der Funktionswert f(x;) das arithmetische Mittel der
einseitigen Grenzwerte

Fle) = 5 (flai+0) + flai —0)).

12.



A Stlckweise glatte Funktion

——— — - - —

f(x)

13.



Satz: (Konvergenz von Fourier-Reihen)
Sei f : R — R eine 2m-periodische, stiickweise glatte Funktion.
Dann konvergiert die zugehorige Fourier-Reihe punktweise gegen f.

In jedem abgeschlossenen Intervall ohne Unstetigkeitsstellen von f
ist die Konvergenz sogar gleichmaBig.



Besselsche Ungleichung
Parsevalsche Gleichung

Satz: (Besselsche Ungleichung)
Fiir jede auf [—m, 7] quadratisch integrierbare Funktion f(z) gilt fir alle n € N die

Besselsche Ungleichung
a - 1 (7
0 2, 32 2
Jull 2 a2 +b2) <~ dx.
2 P l(k bk)_“/"f(z)

Dabei sind ay, und by die Fourier-Koeffizienten von f. o

Satz: (Punktwiese und von Fourier-Reih
Sei f: R —+ [R eine 2x-periodische, stiickweise glatte Funktion.
Dann konvergiert die zugehorige Fourier-Reihe absolut gegen f.

Fiir die Fourier-Koeffizienten ax, by folgt auBerdem die Konvergenz der Reihen

o -
D lan] und Y fbal.
= =

15.



Satz: (Besselsche Ungleichung)
Fiir jede auf [—7, 7] quadratisch integrierbare Funktion f(z) gilt fiir alle n € N die
Besselsche Ungleichung

ao - 2 2 L [T
k=1
Dabei sind a; und by die Fourier-Koeffizienten von f. o

Folgerung: (Parsevalsche Gleichung)
Mit Hilfe der Vollstandigkeit des trigonometrischen Funktionensystems folgt die
Parsevalsche Gleichung

ag OO 2 oy 1 T e

Bemerkung: Aus der Parsevalschen Gleichung folgt insbesondere, dass die Fourier-
Koeffizienten einer integrierbaren Funktion Nullfolgen sind:

li = li =
fyoo K 0, kl)n;obk 0

18.



Satz: (Punktwiese und gleichmaBige Konvergenz von Fourier-Reihen)
Sei f : R — R eine 2m-periodische, stiickweise glatte Funktion.
Dann konvergiert die zugehorige Fourier-Reihe absolut gegen f.

Fir die Fourier-Koeffizienten ay, bx folgt auBerdem die Konvergenz der Reihen

Z|ak| und Z|bk\
k=1 k=1

19.



Definition: (La-Norm)

Der Abstand zweier Funktionen f und g, die jeweils auf einem Intervall 1
definiert seien, kann mittels der L,-Noem gemessen werden

17 =stsi= (1o - torr ctz)l

Konvergenz im
quadratischen Mittel

Bemerkung: Der Satz erlaub heine quantitative Aussage iber den Fehler im Sinne

an einer Stelle z im Intervall /, sondern lediglich eine integrale Abschitzung!
Dies ist &in Unterschied zur Taylor-Reihe, wo das Restghied cine explizite Fehler.

schitzung fisr jedes x erlaubt,

Satz: (Konvergenz von Fourier-Reihen im quadratischen Mittel)

Sei f: R - R eine 27-periodische, stickweise stetige Funktion.

Dann konvergiert die zugehérige Fourier-Reihe im quadratischen Mittel gegen /.
Fr die Partialsummen s,, der Fourier-Reihe von [ gilt:

Jim 17 = sl =0.

Satz: (Bestapproximation im quadratischen Mittel)
Sei f : R — R eine 2n-periodische Funktion, und sy, (z) = % + 1", (ay cos(kz) +
e sin(kz)) ein trigonometrisches Polynom fiir beliebiges vorgegebenes n & N
Dann ist der quadratische Fehler der Appraximation von f durch s,, in der Ly-Norm,
gegeben als

15 =sml3 = [ (rta) = sm(a)?

genau dann minimal, wenn die Koeffizienten ao, e und by (k = 1.....,m) gerade
die Fourier-Koeffizienten der Funktion f sind. Fir den Fenler git dann-

x "j+i(u“+n’)
2 )

I

13- [ P

20.



Definition: (L3-Norm)
Der Abstand zweier Funktionen f und g, die jeweils auf einem Intervall I = [—7, 7]
definiert seien, kann mittels der Lo-Norm gemessen werden:

" }
|f —gll2 = (/ |f(z) — g()|? da:)
- Satz: (I
Sei f:1
Dann kc
Interpretation: Fur dle

e Konvergenz im quadratischen Mittel ist ausreichend, wenn “AusreiBer’ unbe- A
deutend sind.

e Esgilt |f—g|l2 = 0 insbesondere, wenn f und g nur an endlich vielen Stellen
in I verschieden sind.

e Spielen “AusreiBer” eine wichtige Rolle, oder sind unbedingt zu vermeiden,
so muss punktweise oder gleichmaBige Konvergenz betrachtet werden.

22.
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—, 7|

Satz: (Konvergenz von Fourier-Reihen im quadratischen Mittel)
Sei f: R — R eine 2m-periodische, stiickweise stetige Funktion.
Dann konvergiert die zugehorige Fourier-Reihe im quadratischen Mittel gegen f.

Fur die Partialsummen s,, der Fourier-Reihe von f gilt:

lim ||f — sm|2 =0.
m—r o0

23.



Satz: (Bestapproximation im quadratischen Mittel)

Sei f : R — R eine 27-periodische Funktion, und s,,(z) = %+ ;- (ak cos(kz)+
by sin(kz)) ein trigonometrisches Polynom fiir beliebiges vorgegebenes n € N.
Dann ist der quadratische Fehler der Approximation von f durch s,,, in der Ly-Norm,
gegeben als

£ =smlp = [ " (F(@) = sm(@))? da,

genau dann minimal, wenn die Koeffizienten ag, ax und by (k =1,...,m) gerade
die Fourier-Koeffizienten der Funktion f sind. Fir den Fehler gilt dann:

™ 2 m
If = smlf= | f@)dz (3" £ (a + bi)) .

k=1

24,



Bemerkung: Der Satz erlaubt keine quantitative Aussage tiber den Fehler im Sinne

e(z) = f(z) = sm(z)

an einer Stelle = im Intervall I, sondern lediglich eine integrale Abschatzung!
Dies ist ein Unterschied zur Taylor-Reihe, wo das Restglied eine explizite Fehler-
schatzung fur jedes x erlaubt.

25.



Spezielle
Anwendungen

Bemerkunge: (Fourier-Reihen von geraden /ungeraden Funktionen)
Fiir die Fourier-Koeffizienten einer geraden Funktion gilt (k = 1,2,3

n

/ ) cos(hke) dr = % [" Sx)eos(kx) dr und by =
x o
Entsprechend gilt fiir die Fourier-Koeffizienten einer ungeraden Funktion:

b= %/_‘ Flx)sin(ke) dr = %[/(z)si-.(kz) dr und ag=0.

2]

Bemerkung. (Fertwtsung 7 porisdischas Fusksizons)
Gegeben sel 19, L]+ &
il st s 1 darch vigonone
Daru missen wi sise

Sty 0.2

etrche Rshe damszeten
Lperodsche Fanition : R -+ R finden, 0 dis F11) =

Dt Frssetaung auf [0 L] 2 eivr L puricdachen Furkion
FU) = fl1-M) fir BLS1<(E4 1L HE2

 Usgerade Fortsetzung 2u eives 2L pusdschen Furktion

ot
Fio={ Jo L
T fw Lecco

Defnire mus ¥t +-262) = FI1) ir L <15 L
© Gorade Fersatting 25 r 2L puicdschen Furkiin
0t 0<es,

-d JO fie =L
-0 G —etze

Delnire wiedke F{¢ 4 3%0) = FU) i ~L< 1S L

Beispiel: (Sagezahn-Funktion)
Betrachte die Funktion

_Jox fir —x<zr<7 a>0,
f(‘]'{ 0 fir z=m

Die Funktion sei zu einer 25-periodischen Funktion auf ganz R fortgesetzt.

- |0 Ed

Beispiel. (Sagezahn-Funktion)
Darstellung der Funktion

ar fir ~m<r<wmax>0,
Ji#) {n far z=x

mita=1und —7 < r < 7 mittels der ersten m Koeffizenten der Fourier-Reihe:

osn(z) _sin(22) sin(@n) ..‘,sin(ml)
smg(nfe) - dalle) i) .. oyl

26.



Bemerkunge: (Fourier-Reihen von geraden/ungeraden Funktionen)
Fir die Fourier-Koeffizienten einer geraden Funktion gilt (kK = 1,2,3,...):

1

ay = — ’ f(x)cos(kz) dz = z /7r f(x)cos(kx) dez und by = 0.
T Jo

™ —Tr

Entsprechend gilt fir die Fourier-Koeffizienten einer ungeraden Funktion:

1

b = — ’ f(x)sin(kx) dx = 2 /7T f(x)sin(kx) dr und ax = 0.
— T Jo

™

O

Beispiel: (S
Betrachte di

Die Funktior

27.



3,...)
b, =0

ktion:
ar, =0

Beispiel: (Sagezahn-Funktion)
Betrachte die Funktion

f(z) = { 0

Die Funktion sei zu einer 2m-periodischen Funktion auf ganz R fortgesetzt.

N
y

fur —7T<z<m a>0,

fur z = .

3

~

:

3755

=
X

3

28.



Beispiel: (Sagezahn-Funktion)
Darstellung der Funktion

fz) = ar fur —wm<zx<m a>0,
1 0 fur z=m.

mit a = 1 und —7 < & < 7 mittels der ersten m Koeffizienten der Fourier-Reihe:

o9 (sinl(x) B sin(22as) n siné3a:) g (1) sing;nx))

Ségezahnkurve und Expansion mit 5 Koeffizienten N 5 und Expansion mit 25 i . Sigezahnkurve und Expansion mit 50 Koeffizienten

1<)

29.



Bemerkung: (Fortsetzung zu periodischen Funktionen)

Gegeben sei f: [0, L[— R.

Ziel ist es, f durch trigonometrische Reihe darzustellen.

Dazu miissen wir eine L-periodische Funktion F': R — R finden, so dass F'(t) =
f(t) auf [0, L].

e Direkte Fortsetzung auf [0, L[ zu einer L-periodischen Funktion: ///
v/

F(t)= f(t—kL) fir kL<t<(k+1)L, k€ Z.

2L -L L 2o a3

e Ungerade Fortsetzung zu einer 2L-periodischen Funktion:

—f(—t) fir —L<t<O0.

f(&) fir 0<t<IL,
Fit)y={ f(0) fir t=0L, / /fw /
‘ L o at

-2 -L
Definiere nun F(t 4+ 2kL) = F(t) fur —L <t < L. / /

e Gerade Fortsetzung zu einer 2L-periodischen Funktion:

f(t) fir 0<t<lL,
F(t) = f(0) fur t=1L,
f(=t) fur —L<t<DO.

Definiere wieder F(t + 2kL) = F(t) fir —L <t < L. 2L L Lo a

31.



Gliedweise
Differenzierbarkeit und
Integrierbarkeit

Satz: (Integration einer Fourier-Reihe)
Eine punktweise konvergente Fourier-Reihe kann gliedweise integriert werden und
es gilt

N B, 3 (% gin(r) — B costn)) + 302
t(z)—L /(E)d(_gt_‘;(ksnn(kr) kcus(kx))+k§k.

Dabei konvergiert die Reihe fiir alle = € & gleichmabig gegen F(x).

Satz: (Differentiation einer Fourier-Reihe)

Eine punktweise konvergente Fourier-Reihe zu einer Funktion f(x) kann nur dann
gliedweise an einer Stelle z differenziert werden, wenn die Ableitungsreine in z
konvergent ist.

Im Fall der iert die
Hinreichend fiir die Konvergenz ist die

gegen f'(z) inz.

1. Stetigkeit und die
2. stiickweise stetige Differenzierbarkeit

von f'.

32.



Satz: (Integration einer Fourier-Reihe)

Eine punktweise konvergente Fourier-Reihe kann gliedweise integriert werden und
es gilt

Fa) = [ 0 de- o=

oo
k=1

ak . b — b
<? sin(kx) — - cos(kx)) + ,; %

Dabei konvergiert die Reihe fiir alle z € R gleichmaBig gegen F(x).

33.



Satz: (Differentiation einer Fourier-Reihe)

Eine punktweise konvergente Fourier-Reihe zu einer Funktion f(x) kann nur dann

gliedweise an einer Stelle x differenziert werden, wenn die Ableitungsreihe in =
konvergent ist.

Im Fall der Konvergenz konvergiert die Ableitungsreihe gegen f/(z) in x.
Hinreichend fir die Konvergenz ist die

1. Stetigkeit und die
2. stiickweise stetige Differenzierbarkeit

von f’.

34.



Komplexe Schreibweise

: (Komplexe ibweise einer Fourier-Reihe)

Mit den folgenden Vereinbarungen und den Eulerschen Formeln:

e a_ni=ap, boi=0und b= —b, firn=0,1,2,...,

o a, =25 firn € Z,

o cos(nz) = £ und sin(nz) = S5,
kann man eine Fourier-Reihe zu einer Funktion f(x) kompakt schreiben:

Die Koefiizienten a, der kompakten Form iner Fourier-Reie lassen
sich wieder durch Integration berechnen:

f@)= Y ane™

1 —ins
o an= g [ S
AuBerdem gelten die Bezichungen zu den reellen Koeffizienten (n = 0,1,2,...):
o = autaa

by = o - o).

Beispiel: Schwingungen kbnnen unmittelbar mit dem Reihenansatz
J= Y ane™

& > 0 Kreisfrequenz der Schwingung, dargestelit werden. Eine Phasenverschiebung

ciner sokchen Schwingung g(t) = f(t ~ £} kann mit Hilfe des Additionstheorems

der Exponentialfunktion dann einfach geschrieben werden

9(t) = fit = to) = ): LD D i L
n=—x -=—w—_g.—'

35.



Bemerkung: (Komplexe Schreibweise einer Fourier-Reihe)
Mit den folgenden Vereinbarungen und den Eulerschen Formeln:
e a_, :=ay, bp:=0und b_,, := —b, furn=0,1,2,...,

° an:z%ﬁjrnEZ,

inx —inx
e —e

27 !

e cos(nz) = M und sin(nz) =

kann man eine Fourier-Reihe zu einer Funktion f(z) kompakt schreiben:

f(IC): Z aneinx

4

36.



Bemerkung: Die Koeffizienten «,, der kompakten Form einer Fourier-Reihe lassen
sich wieder durch Integration berechnen:

1 [7 -
oy = — f(x)e """ dx.

T o e

AuBerdem gelten die Beziehungen zu den reellen Koeffizienten (n =0,1,2,...):

an = Onp+Q_p,

b = (o, —a_y).

37.



Beispiel: Schwingungen konnen unmittelbar mit dem Reihenansatz

f(t)= i aneinwt’

n=—oo

w > 0 Kreisfrequenz der Schwingung, dargestellt werden. Eine Phasenverschiebung
einer solchen Schwingung g(t) = f(t — to) kann mit Hilfe des Additionstheorems
der Exponentialfunktion dann einfach geschrieben werden:

0o 00
g(t) — f(t _ tO) — Z aneinw(t—to) — Z (ane—inwto) einwt
n=—oo n:_wT

38.



Komplexe Schreibweise

Spezielle
Amwendungen

—

Ungleichung
Parsevalsche Gloichung

Analysis Il
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