Analysis li

Fourier-Reihe
Buch Kapitel 3.8-3.9




Erinnerung
Sinus/Cosiuns

Komplaxe Exponentisumktion: Fiir : < C 36 Definition: (Sinus und Cosinus)

=35 Auf ganz R sind folgende Reihen konvergent:

i homplexe Exponentiallunkiion. Dia R komrgiort fir alle = € €, also ist
e
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Die so erklarten Funktionen heiBen Sinus- und Cosinus Funktion.

Taylorreihe fiir die Sinusfunktion)
Aus dem Satz von Taylor folgt:

2K42 (k)
sinz = 3 ”"‘Lﬂzk + Rapaalx)
k=0 N
Periodizitdt von cos und sin
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5 ¥ Runal@)

wobei Rapsa(x) = S0 (€523 mit ¢ ¢ [0,2].
An: ¢ fir cos

Sate (Periodizits der trigonometrinchen Fumktionen)
Do Funktionan

S I
a-(xl*%“lflj o ) l)jvu @
s pericdisch und es git fur alle 2 € R

coslz +25) = coa(x) und sin(x +27) = sln(z).




Komplexe Exponentialfunktion: Fiir z € C sei

oo Zk
exp(z) = Z T
k=0

die komplexe Exponentialfunktion. Die Reihe konvergiert fiir alle z € C, also ist
eine Funktion exp : C — C definiert.

Eigenschaften der komplexen Exponentialfunktion: Es gilt fiir z, 21,20 € C

e exp(z1 + 22) = exp(21) exp(22)

e exp(z) #0
o exp(—=z2) = p( 3
e o =exp(zln(a)) fir0 <aeR

e ¢ =exp(z)




Definition: (Sinus und Cosinus)
Auf ganz R sind folgende Reihen konvergent:

o0 2k 2 4 6
cos(a) = D (NG =lo gt et
k=0
oo 2k+1 3 5%
' _ e r o r T
sinz) = > (-1) Ck+1! 1 3

Die so erklarten Funktionen heiBen Sinus- und Cosinus Funktion.




Eigenschaften: (Sinus und Cosinus)
Aus den Reihendefinitionen fiir die Cosinus- und Sinusfunktion, sowie dem Addi-
tionstheorem fuir exp ergeben sich die folgenden Eigenschaften:

e’ = cosz + isinx (Eulersche Formel) und e™*® = cosx — isinx

i —iT . 1T, —1iT
e t¢ — ynd sinx = &=¢—
2 21

cosT =
cos0) =1 und sin0 =0

cos(—x) = cos(z) (gerade Fkt.) und sin(—xz) = —sin(z) (ungerade Fkt.)
cos(x + y) = cosz cosy F sinzsiny (Additionsformel fiir cos)

x
sin(z £+ y) = coszsiny + sin z sin y (Additionsformel fiir sin)
x

cos(x +y) — cos(x —y) = —2sinzsiny

COSTo — COST1 = —2sin Ih;vz sin xz;xl
2 2
cos“z +sin“x =1
cos 2z = cos2z — sin? z = 2 cos? —1 und sin 2z = 2cos z sin




Periodizitat von cos und sin

Definition (Zahl 7)
Die Zahl 7 ist die eindeutig bestimmte reelle Zahl, fur die gilt:

cos(g)zO und O<g<2.

Satz (Periodizitat der trigonometrischen Funktionen)
Die Funktionen

oo 2k ' 0 p2k+1
cos(zr) = ];)(_1)k (25)! und  sin(z) = I;)(_l)k (2k +1)!

sind periodisch und es gilt fir alle z € R

cos(x 4+ 2m) = cos(z) und sin(x + 27) = sin(x).




Bemerkung (Taylorreihe fiir die Sinusfunktion)
Aus dem Satz von Taylor folgt:

2 sin®) (0)

sinx = Z T:Ck + Rog42(7)
k=0
3 P
= T— §+§$"'+R2k+2($)

wobei R2k+2($) = sirz(;:IZ))gE) 2273 mit f S [0,.’13]
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Konstruktion von
Funktionenreihen

Konstruktion durch gliedweise Addition: (cosh)

Es gt coshir = }(e* + ). Mit den Rehen fir o bew, ¢~* folgt
Konstruktion mittels Cauchy-Produkt: (¢~ sin r)

1 x 2
b =g [' trtgtytat ] Mit Hilfe des Cauchy-Produktes konstruiert man eine Reibe fir ¢~ sin
+ - I x [,,).)(x ey )
rhing - -1
_ (‘z_n K g (2k+1)!
2 2
_ = l—t+5—i+~-- -
) T
= r-atp Do
S—— 3
Konstruktion durch Integration: (arctan ) Konstruktion durch ghiedweises Differenzieren: (-L51)
Durch Integration von 1.1 ergibt sich (beachte arctan = 0): Die geometische Reihe 1 = Y277 2% lasst sich gliedweise Differenzieren 2u:

de & L LI, ( 1 )’
nrrum.r,/;l+£2—évl Vot {i-2 =
= XEy
=1
= ket

=1

Bomerkung: Die 50 konstruierte Raihe konvergiort nur fir |1 < 1
da die geometrische Reihe nur dann koevergert!

Konstruktion durch Substitution (;'5)

Ausgehend von der geometrichen Reihe 11 = 2% * I3sstsich durch Substi
tution u = —x? komstruieren:

Sit
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Konstruktion durch gliedweise Addition: (cosh)

Es gilt coshz = 1(e® + e=). Mit den Reihen fiir €* bzw. e~* folgt:

coshz = l1—|-g;+ﬁ_|_x_3_|_x_4+...
2 | 20 3 4
P PR S A A
2 | 20 3! 4 |
2 44
= 1+a+z+
X 2k
= 2o
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Konstruktion mittels Cauchy-Produkt: (e~7 sin x)

Mit Hilfe des Cauchy-Produktes konstruiert man eine Reihe fur e~* sin z:
- o0 (_x)k o0 ) x2k+1
e = (S5) (St ey

332 .’BB .’BB $5

5173

2

13.



Konstruktion durch gliedweises Differenzieren: (ﬁ)

Die geometrische Reihe ﬁ =Y 1o x¥ |asst sich gliedweise Differenzieren zu:

- ()

Bemerkung: Die so konstruierte Reihe konvergiert nur fiir |z| < 1,
da die geometrische Reihe nur dann konvergiert!
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Konstruktion durch Substitution: ()

Ausgehend von der geometrischen Reihe ﬁ = ZZ‘;O z¥ lasst sich durch Substi-
tution u = —x2 konstruieren:

L= >

= U
1—wu
k=0
1 - k, 2k
7 Ty Z(_l) v

7
|
o
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Konstruktion durch Integration: (arctan z)

Durch Integration von 1 ergibt sich (beachte arctan 0 = 0):
T df o~ . $2k+1

t = = —1 .
arctan /0 1 e kZ:O( ) o+ 1
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Erinnerung
Taylorreihe

Konstruktion durch Taylorreihe:

Jede auf 1 C R (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion f lisst sich darstellen
(Satz von Taylor):

FAED)
"

()
n!

Sz) = flxo) + (x—z0)+--+ + (z — 0)" + Ralz. 7o),
wobei 7,2y € 1 und Ry (z,7q) = Lt t€) (z — x)™+" das Lagrange Restglied mit
£ zwischen z und zq.

Frage: Wann gilt lim,, o0 Ry (z.70) = 07

Folgerung: (Taylorreihe)

Falls auf dem offenen Intervall I R die Funktion f beliebig oft differenzierbar ist
und fiir das Restglied gilt:
lim Ry (x,z0) =0,

so lisst sich [ in einer Potenzreihe entwickeln:
> flE)
f@) =Y fi‘ﬂ"’)(: - zo)*,
k=0 :

wobei x,z € I. Diese Reihe heiBt Taylorreihe. Ist zp = 0, so heiBt die Reihe auch
McLaurin-Reihe.

® Fiir unktionen mit Defi

immer!

Dund xzg €1 C D

® Fiir  aus dem Konvergenzintervall der Reihe.

o Falls | f®)(zq)| < M fiir M > 0 unabhingig von &

Definition: (Perio
Eine Funktion f : |

erfilt (L > 0 kons
Das Kleinste L, fit
Periode von f

Jedes n-fache der
periodische Funkti
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Folgerung:

Konstruktion durch Taylorreihe: Falls auf de

Jede auf I C R (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion f lasst sich darstellen und fiir das

(Satz von Taylor):

/ (n) so lasst sich
f(z) = f(zo) + ! (1?0) (—20) +--- + ! n('ivo) (z —x0)" + Rn(z, 70),
. (n+1) . .
wobei z,xg € I und R, (z,z) = f(n+1)(!§) (r — x9)"*! das Lagrange Restglied mit
& zwischen x und xy.
wobei z, xg
McLaurin-R
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Folgerung: (Taylorreihe)

Falls auf dem offenen Intervall I C R die Funktion f beliebig oft differenzierbar ist

und fur das Restglied gilt:

darstellen .
lim R, (z,z0) =0,
n— oo

so lasst sich f in einer Potenzreihe entwickeln:

() (0 )
1) =3 T g,

CC()),

rglied mit k

wobei x,zg € I. Diese Reihe heiBt Taylorreihe. Ist g = 0, so heiBt die Reihe auch
McLaurin-Reihe.
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Frage: Wann gilt lim,, , R, (z,29) = 07

e Fir elementare Funktionen mit Definitionsbereich D und z,2p € I C D
immer!

e Fir x aus dem Konvergenzintervall der Reihe.

e Falls | f®)(20)| < M fiir M > 0 unabhingig von k.

20.



sliebig oft differenzierbar ist

=0, so heiBt die Reihe auch

eriodische
unktionen

Definition: (Periodische Funktion)
Eine Funktion f : R — R welche

flz+L)=f(z) VzeR Definition: (Tri isches Funkti
: Die Funktionen 1,sin(nz), cos(nz) fir n € N bilden das
erfillt (L > 0 konstant), heiBt periodische Funktion. ti ische Funkti {1,sin(nz), cos(nz)}.
Das Kleinste L, fiir welches die Gleichung gilt, heit Minimalperiode oder primitive ' ’
Periode von f.

Jedes n-fache der Minimalperiode ist wieder Periode (n € ). f heiBt auch L-
periodische Funktion.

Konkret: Sei f : R — R eine 21-periodische Funktion. Dann ist das Ziel eine
Darstellung

@ v .
S =5+ .Z-:x["" cos(nx) + by sin(nz))
fiir geeignete ag,ar,.... by ba, .. € R 2u finden

Die Partialsummen (s,,) werden durch die trigonemetrischen Polynome
S = (1 o busin(n)), m=0,1,...
b +;(~,r (nz) + bysin(nz)). m=0,1

definiert

21.



Definition: (Periodische Funktion)
Eine Funktion f : R — R welche

D

flx+L)=f(z) VreR Di

|

erfiillt (L > 0 konstant), heiBt periodische Funktion. tri

Das kleinste L, fiir welches die Gleichung gilt, heiBt Minimalperiode oder primitive
Periode von f.

Jedes n-fache der Minimalperiode ist wieder Periode (n € N). f heiBt auch L-
periodische Funktion.

Beispiel: f(z) =sinz Graphisches Beispiel:

e Minimalperiode: 27 f(x)

e 2m-periodische Funktion

xo+L ‘ x0+2L X
L

e Perioden 27,47, 67, ...
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Definition: (Trigonometrisches Funktionssystem)
Die Funktionen 1,sin(nx), cos(nz) fir n € N bilden das
trigonometrische Funktionensystem {1, sin(nz), cos(nx)}.

Ziel:
Periodische Funktionen mit Hilfe des trigonometrischen Funktionensystems darstellen!

Bemerkung: Jede L-periodische Funktion f lasst sich durch die Transformation
A L
t) = f(t—
f) = ft55)

in eine 27-periodische Funktion f umwandeln. (Betrachte also 27-periodische Funk-
tionen).

27.



Konkret: Sei f : R — R eine 2m-periodische Funktion. Dann ist das Ziel, eine
Darstellung

Z (ay, cos(nx) + by, sin(nz))

fur geeignete ag,ay,...,b1,ba,... € R zu finden.

Die Partialsummen (s,,) werden durch die trigonometrischen Polynome

ngo Zancosnm)+b sin(nz)), m=0,1,...

n=1

definiert.
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Fourier Reihe

Frage: Lasst sich ein f(x) durch geeignete Wahl von a,,, b, darstellen als

f(z)

%ﬂ + Z(a" cos(nx) + by, sin(nz))

n=1

m

. a .

= "P_xgo ?u + Zl(a,. cos(nz) + by sin(nz)) | ?
n=

Berechnungsformel: (Fourier Analyse)

Unter der dass es eine D; J(w) = % + Xz (an cos(nz) +
by, sin(nx)) gibt die gleichmaBig konvergiert, lassen sich die Fourier-Koeffizienten
ay, by, berechnen durch die Fourier-Analyse:

o = i/ F@)cos(na) dx n=0,1,2,...,

}r [ J@)sin(na) de n=1,2,....

29.



Frage: Lasst sich ein f(z) durch geeignete Wahl von a,, b, darstellen als

flz) = “2—°+ (an cos(nz) + by sin(nz))

n=1

. ao = '
= lim 5 + Z(an cos(nzx) + by, sm(nx))] ?

m— o0
n=1

30.



Berechnungsformel: (Fourier Analyse)
Unter der Voraussetzung, dass es eine Darstellung f(z) = %+, (ay cos(nz)+
b, sin(nz)) gibt die gleichmaBig konvergiert, lassen sich die Fourier-Koeffizienten

an, by, berechnen durch die Fourier-Analyse:

1 ™

an = — f(x)cos(nx) der n=0,1,2,...,
1 [" )

by = — f(x)sin(nz) de n=1,2,....
TJ—x

Jean Baptiste Joseph Fourier
*1768 Auxerre 11830 Paris
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Erinnerung Periodische
Taylorreihe Funktionen

Konstruktion von i .
Funktionenreihen Fourier Reihe

. P L ) i 1 .
Analysis Il

T = 3o Eosontt s it

2[5+ S n inn]»

r—

Erinnerung
Sinus/Cosiuns

33.



