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Erinnerung

Exponentialfunktion

Definition: (Exponentialfunktion)
Die Funktion exp: R =+ R
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exp(z):=kzoﬁ=1+x+2! 3

heiBt Exponentialfunktion.

Satz: (Additionstheorem)
Fiir die Funktion exp : R — R gilt das Additionstheorem:

exp(z) - exp(y) = exp(z +y).

i der i
Mit Hilfe des Additionstheorems findet man:

o exp(x) - exp(—x) = exp(x + (—2)) = exp(0) = 1

® Esist exp(x) > 0 fur z > 0. Dann folgt aus dem Additionstheorem

1

exple) > Vs €R und expl-a) = o

 Also ist exp(z) streng monoton wachsend auf ganz R. ) = expin)
® Es gilt auch: lim, o exp(x) =0,

» Aus der Monotonie folgt: exp : & —+]0, 00| ist injektiv.

o Aus Konvergenz der Potenzreihe folgt Stetigkeit auf R. Aus

lim_exp(z) =0 und  lim exp(z) = 00
folgt mit dem Zwischenwertsatz auch die Surjektivitat

o Insgesamt ist exp also bijektiv.
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Definition: (Exponentialfunktion)
Die Funktion exp : R — R

atk_l 5132 .7}3
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heiBt Exponentialfunktion.

Satz: (Additionstheorem)
Fur die Funktion exp : R — R gilt das Additionstheorem:

exp(z) - exp(y) = exp(z +y).




Eigenschaften der Exponentialfunktion:
Mit Hilfe des Additionstheorems findet man:

exp(z) - exp(—z) = exp(z + (—x)) = exp(0) = 1.

Es ist exp(z) > O fiir x > 0. Dann folgt aus dem Additionstheorem:

1
exp(z) >0Vz € R und exp(—z)= xp@)

Also ist exp(x) streng monoton wachsend auf ganz R.
Es gilt auch: lim,_, . exp(z) = 0.

Aus der Monotonie folgt: exp : R —]0, oo ist injektiv. /

Aus Konvergenz der Potenzreihe folgt Stetigkeit auf R. Aus

f(x) = exp(x)

lim exp(z) =0 und lim exp(z)= o0
T—r—00 T—r0o0

folgt mit dem Zwischenwertsatz auch die Surjektivitat.

Insgesamt ist exp also bijektiv.




Logarithmusfunktion

Definition: (Natirlicher Logarithmus)

Die inverse Funktion der Exponentialfunktion exp : R —]0. oc| existiert
(wg. Bijektivitat) und wird mit In :J0, 50[-> R bezeichnet

Die Funktion heiBt natirlicher Logarithmus.

magich
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Exponentialfunktion und Eulersche Zah!
& gt

pll) = Y = e =TI

die die Eulersche Zah,

w0
o explx).

Beobachtung: Es gilt nach Definition
exp(in(z)) = 7.
Daher gilt wegen des Additionstheorems fiir a, b & &
exp(ln(ab)) = ab = exp{In{a)) exp(In(b)) = exp(In(a) + In(5)).
Wegen der Bijektivitat von exp gilt dann also das Logarithmusgesetz
In{ab} = In(a) + In(b).

Definition: (Allgemeine Potenzfunktion, Logarithmus zur Basis )
Sei a >0 und z € R. Dann heibt die Funktion

J@) =

explzinfa))
Potenzfunktion zur Basis a.

Die entsprechend existierende Umkehrfunktion g(x) heift
Logarithmusfunktion zur Basis a:

o) =g

Eigemschaften fir natiiriche Exponenton
Sein € N, dann ergibt sich aus ™ = a%a¥ mittels vollstindiger Ieduktion

Die Definition passt 2u friherer Definition mit ganzzahligen Exponenten.

o Es gilt auch: lim,.
» Aus der Monotonic

« Aus Konvergenz di
i

P

folgt mit dem Zwit

o Insgesamt ist exp :




Definition: (Natiirlicher Logarithmus)

Die inverse Funktion der Exponentialfunktion exp : R —]0, oco| existiert
(wg. Bijektivitat) und wird mit In :]0, co[— R bezeichnet.

Die Funktion heiBt naturlicher Logarithmus.

y| Fl9=expro
y=x
/ y x
% ’ x>




Beobachtung: Es gilt nach Definition
exp(In(x)) = =.
Daher gilt wegen des Additionstheorems fiir a,b € R
exp(Iln(ab)) = ab = exp(In(a)) exp(In(b)) = exp(In(a) + In(b)).
Wegen der Bijektivitat von exp gilt dann also das Logarithmusgesetz:

In(ab) = In(a) + In(d).

Bemerkung: Analog kann man zeigen:

In <9> = In(b) — In(c).

C

Und damit (setze b = ¢):
In(1) = 0.
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Definition: (Allgemeine Potenzfunktion, Logarithmus zur Basis a)
Sei a > 0 und z € R. Dann heiBt die Funktion

f(z) = a® = exp(zIn(a))
Potenzfunktion zur Basis a.

Die entsprechend existierende Umkehrfunktion g(z) heiBt
Logarithmusfunktion zur Basis a:

g(z) = log, .
Eigenschaften: Man zeigt leicht die folgenden Eigenschaften:
o a%TY = q%aq¥
e qa ¥ = %
o (a®)¥ =a™
o a’ =1
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Eigenschaften fur natirliche Exponenten:
Sei n € N, dann ergibt sich aus a®™¥ = a®a¥ mittels vollstandiger Induktion

Die Definition passt zu fruherer Definition mit ganzzahligen Exponenten.

n-te Wurzel: Man zeigt mit der Definition:

1

(a=)" = exp(nln(an) = exp(nln(exp(% In(a))) = exp(In(a)) = a

L1
also ist a» = {/a.
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Exponentialfunktion und Eulersche Zahl
Es gilt

=1
exp(l):zH —enr 2,71828. ..

k=0
die die Eulersche Zahl.

Also

exp(T).

Eigensch
Sein €N

Die Defin

n-te Wu

(¢

also ist a
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Ableitung der Exponentialfunktion

Die Potenzreihe ZZO:O 71 konvergiert gleichmaBig, also ist gliedweises Differenzieren
moglich:

k-1
(exp(z (Z kl) e k:c Z ! = exp(z

1
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Komplexe Exponentialfunktion: Fir =  C sei

die komplexe Exponentialfunktion. Die Reihe konvergiert fur alle = € C, also ist
eine Funition exp : C —» C definiert

Bemerkung (Tsferabe b die Srusturizon)
s e S von Tapir gt

¥+ Ragale)

oot Ransale)

b Rt sls) = S0 mi €
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Definition: (Sinus und Cosinus)
Auf ganz R sind folgende Reihen konvergent:

= L o
coslz) = g( ”A(mz'l ot et

= e
nfr) = g(")k(zku)

Die 5o erklarten Funktionen heiBen Sinus- und Cosinus Funktion.

Eigenschaften: (Sinus und Cosinus)
Aus den i fiir die Cosinus- und . sowie dem Addi-
tionstheorem fiir exp ergeben sich die folgenden Eigenschaften.

® € = cosx + isinx (Eulersche Formel) und e~'* = cosz — isinz

® coxr = Y ynd sing = S

® cos0 = 1 und sin0 =0

o cos(—) = cos(z) (gerade Fkt.) und sin(x) = — sin(z) (ungerade Fit.)
o cos(z & ) = cos reos y F sin-rsiny (Additionsformel fir cos)

o sin /£ y) = cos rin y = sin zsin y (Additionsiormel fir sin)

o cos(z + ) — cosfz — y) = ~2sinrsing

2sin E14% sin 255

® cosry —coszy =

? 2 4sinx

© cos 2 = cos’ 2 — sin’ & = 2cos? — 1 und sin2r = 2cosxsinz

Periodizitat von cos und sin ©

17.



Motivation: Eulersche Formel
e’ = cos¢ +isin¢

zur Berechnung von Wurzeln bzw. Nullstellen von Polynomen in C und zur Kon-
vertierung in Polarkoordinaten.
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Komplexe Exponentialfunktion: Fiir z € C sei

oo Zk
exp(z) = Z T
k=0

die komplexe Exponentialfunktion. Die Reihe konvergiert fiir alle z € C, also ist
eine Funktion exp : C — C definiert.

Eigenschaften der komplexen Exponentialfunktion: Es gilt fiir z, 21,20 € C

e exp(z1 + 22) = exp(21) exp(22)

e exp(z) #0
o exp(—=z2) = p( 3
e o =exp(zln(a)) fir0 <aeR

e ¢ =exp(z)

20.



Definition: (Sinus und Cosinus)
Auf ganz R sind folgende Reihen konvergent:

o0 2k 2 4 6
o _1\k T o _ xZr xZr _ xZ
cos(z) = D (-1) el T T et

k=0

o0 2k+1 3 5%

: _ e r e T

sin(e) = kz( Varsni 1 3 s

=0

Die so erklarten Funktionen heiBen Sinus- und Cosinus Funktion.
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Eigenschaften: (Sinus und Cosinus)
Aus den Reihendefinitionen fiir die Cosinus- und Sinusfunktion, sowie dem Addi-
tionstheorem fuir exp ergeben sich die folgenden Eigenschaften:

e’ = cosx + isinx (Eulersche Formel) und e~ = cosz — isinx

T _ iz

27

e’Lm+e—’LZ

5 und sinx =

cos T =
cos0 =1 und sin0 =0
cos(—x) = cos(z) (gerade Fkt.) und sin(—z) = —sin(x) (ungerade Fkt.)

cos(z £+ y) = cosz cosy F sin zsiny (Additionsformel fiir cos)

sin /x +y) = coszsiny + sinzsiny (Additionsformel fiir sin)

cos(z +y) — cos(z — y) = —2sinxsiny
COSTo — COST] = —28in 96112%2 sin mz;m
cos?x +sin’z =1

2 2

cos2x = cos? x — sin“x = 2cos? —1 und sin 2z = 2cosx sinx
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Periodizitat von cos und sin ©

Definition (Zahl 7)
Die Zahl 7 ist die eindeutig bestimmte reelle Zahl, fur die gilt:

cos(g)z() und 0<g<2.

Satz (Periodizitat der trigonometrischen Funktionen)
Die Funktionen

o 2k | 00 L2k+1
cos(z) = kzzo(—l)k (25! und  sin(z) = g(‘l)k (2k +1)!

sind periodisch und es gilt fir alle z € R

cos(x 4+ 2m) = cos(z) und sin(x + 27) = sin(x). o
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Spezielle Funktionswerte von cos und sin

COS’/T L nd in L
— = — u sin — = —
4 V2 4 V2
Weitere spezielle Werte kann man berechnen:
T s s T 27 37 5%

0 § T 3 3 3 T % 7
smg 0 L M2 3 1 3 2 1 g
cosx 1 @ \/75 % 0 —% —4 —\/75 —1
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Bemerkung (Ableitungen)
Wie bei der Exponentialfunktion konnen auch hier die Ableitungen

gliedweise berechnet werden. Es ergibt sich

(sinz) =cosz und (cosz)' = —sinz
Durch Induktion lasst sich weiter beweisen:
(sinz)®®) = (=1)Fsinz (sinz)P*+D) = (=1)Fcosz
(cosz)®®) = (=1)kcosz (cosz)Pk+D) = (1) lging
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Bemerkung (Taylorreihe fiir die Sinusfunktion)
Aus dem Satz von Taylor folgt:

2k+2 . (k)
. sin‘\™/ (0
sinz = T()aik + Rog42(7)
k=0 |

3 zd
$—§+§:|:"°+R2k+2(33)

wobei R2k+2($) = sirz(;:IZ))gE) 2273 mit f S [0,.’13]
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Logarithmusfunktion

Erinnerung
Exponentialfunktion

Definition (Exponentisifunition)
Die Funktion exp : R — &

¥ e
evte) = S = g

heite Exponentisfuniion.

Satz (Addtomstheorem)

Fir die Funhtion cxp : & -+ R gt das Additionstheorem:

explr) - exply) = exple +).

Analysis Il

[ ——

Sinus/Cosiuns
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