Analysis li

Funktionenfolgen und -reihen

Buch Kapitel 3.2 und 3.3




Funktionenfolge

Definition: (punktweise Konvergenz)

» ) Die Funktionenfolge (f,,) auf D heiBt punktweise konvergent,
Definition: (Funktionenfolge) wenn fiir jedes = € D die Zahlenfolge (f,(z)) konvergiert.
Die unendliche Folge

fifa Sz hnseee Wir sagen abkiirzend einfach konvergent.
der Funktionen fi : D — R, k =0,1,2,... heiBt Funktionenfolge auf D.
Schreibe kurz (fy)nex oder (f,). Die Grenzfunktion f ist fiir jedes x € D gegeben durch:

Jim_ 1, (x) = f(z).

Beispiel: Sei die Funktionenfolge (f,,) in D =] — oc, oc[ gegeben durch:

1 P
fal@) = g n=123.
Dann strebt f,,(x) punktweise gegen:
1 fir |z <1,
lim fo(z)=flz)=4 § fir |z/=1,
e 0 fir o> 1
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der Funktionen fr : D — R, £k =0,1,2,... heiBt Funktionenfolge auf D. _
Schreibe kurz (fy,)nen oder (fr). Die Gren.




Definition: (punktweise Konvergenz)
Die Funktionenfolge (f,,) auf D heiBt punktweise konvergent,
wenn fir jedes z € D die Zahlenfolge (f,(z)) konvergiert.

olge auf D. _ _ S
Die Grenzfunktion f ist fur jedes x € D gegeben durch:

lim fn(z) =: f(z).

n—oo




Beispiel: Sei die Funktionenfolge (f,) in D =] — 0o, 00| gegeben durch:

1
n - ; = 1,2,3, ce
Dann strebt f,,(x) punktweise gegen:
1 fur |z| <1,
lim fo(z) = f(z) =4 5 fir [z]=1,
e 0 fir |z|>1.




Beispiel: Sei die Funktionenfolge (f,) in D =] — 0o, 00| gegeben durch:

1
n - ; = 1,2,3, ce
Dann strebt f,,(x) punktweise gegen:
1 fur |z| <1,
lim fo(z) = f(z) =4 5 fir [z]=1,
e 0 fir |z|>1.
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Abstand von Funktionen

Definition: (Abstand)
Sind f,g : D — R beschrankte Funktionen, so heiBt

IIf = glloo := sup | f(z) — g(z)|
z€D

Abstand der Funktionen voneinander.

Bemerkungen

Definition: (Supremumsnorm)
Ist f: D — IR beschrankte Funktion, so ist
[ flloc := sup |f ()]
zeD

die Supremumsnorm der Funktion f.

 Die Supremumsnorm ist gerade der Abstand von f zur Funktion g = 0.

 Sind [, g stetig und ist D) kompakt, so gilt

J = gloo = max|f(x) —g(z)| baw.

© Dann existiert 7y € [ bzw. x; € D mit

S = gl = |flz0) — g(z0)| baw.

lloo = max]|f(2)|

£l = 1£Gx2)].

5 .z
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Definition: (Abstand)
Sind f,g : D — R beschrankte Funktionen, so heiBt

If = lloo := sup |f(z) — g(z)|

xeD

Abstand der Funktionen voneinander.




Definition: (Supremumsnorm)
Ist f: D — R beschrankte Funktion, so ist

[flloo := sup | f(z)]

xeD

die Supremumsnorm der Funktion f.
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Bemerkungen:
e Die Supremumsnorm ist gerade der Abstand von f zur Funktion g = 0.

e Sind f, g stetig und ist D kompakt, so gilt:

If = gllco = max|f(z) —g(z)] bzw. [[fllec =max|f(z)|.

e Dann existiert xo € D bzw. 1 € D mit

If = gllo = |f(z0) — g(xo)| bzw. |[flloc = |f(z1)]
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Y y
o ! ] nR2r-- o :
Ifloo f(x)=sin x Il
w2 5/4n X X
\ g(x)=arctan x
5! : T T
f [0, Z?T] — R, f(z) =sinz. g:R—] - > 5[,9(:1;) = arctan .
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GleichméBige
Konvergenz

Definition: (Gleichmatige Konvergenz)

Sei (fu) mit fo: D R dann jert fy ig gegen
F: D= R, wenn fiir n > ng € N die Funktionen f, — f auf ) beschrinkt sind
und es gilt:

Jim [1fa = oo = 0.

Satz: (Cauchy-Kriterium . gleichm3Bige Konvergenz)
| Y ..

Sei (fu) i mit f,,: D — In
gleichmaBig gegen £ : D — R, wenn gilt:
Zu jedem ¢ > 0 gibt es n, 5o dass fir alle n,m > ng gilt

£ = fonllow <€

genau dann

13.



Definition: (GleichmaBige Konvergenz)
Sei (fn) mit f,, : D — R Funktionenfolge, dann konvergiert f, gleichmaBig gegen
f: D — R, wenn fir n > ng € N die Funktionen f,, — f auf D beschrankt sind

und es gilt: Satz: (Ca
nll)n;o | fn— flloo = 0. Sei (fn) F
gleichmaBi

o Zu jedem |

14.



g gegen

1kt sind
Satz: (Cauchy-Kriterium f. gleichmaBige Konvergenz)
Sei (f.) Funktionenfolge mit f,, : D — R beschrankt. f,, konvergiert genau dann
gleichmaBig gegen f : D — R, wenn gilt:

D Zu jedem € > 0 gibt es ng, so dass fur alle n,m > ng gilt

[fn = fmlloo <€
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Stetige
Grenzfunktion

Satz: (Stetige Grenzfunktion)
Jede auf D gleichmaBig konvergente Folge stetiger Funktionen (f,)
hat auf D eine stetige Grenzfunktion.

Die
Dar
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Satz: (Stetige Grenzfunktion)
Jede auf D gleichmaBig konvergente Folge stetiger Funktionen (f,)
hat auf D eine stetige Grenzfunktion.
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Satz: (Stetige Grenzfunktion)
Jede auf D gleichmaBig konvergente Folge stetiger Funktionen (f,)
hat auf D eine stetige Grenzfunktion.

Bemerkung: Der Satz kann auch anders formuliert werden:
Sei ¢ = limg_,00 Tk € D und (f,,) gleichmaBig konvergent, dann gilt:

2,

Jim fo(lim zy) = lim | lim f, (k)]
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Gliedweise Integration
und Differentiation

Satz: (Gliedweise Differentiation)
Die Folge () und ihre Ableitungen (f7) seien auf [a. ] gleichm3Big konvergent
und es gelte lim, o fu = /.

Dann ist f auf [a, b] differenzierbar und es gilt:

fi =1

Bemerkungen:

Satz: (Gliedweise Integration)
Die Folge (f,) sei auf [a, b] gleichm3Bi und die f,, seien i

Dann ist die Grenzfunktion f = limy,_,. f, integrierbar und es gilt:

Jm /° e [ * ) o

« Im Satz iiber die gliedweise Differentiation muss vorausgesetzt werden, dass
die Folge der Ableitungen (/1) gleichmafig konvergiert

« Im Ergebais der Differentiation der Folge (f, ) entsteht wieder eine Funktio-

nenfolge ().

o Im Ergebnis. egrati Folge (£,

2 Sl dz)

dur

(%
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Satz: (Gliedweise Differentiation) Saf

Die Folge (f.) und ihre Ableitungen (f) seien auf [a,b] gleichmaBig konvergent Die
und es gelte lim,, , fn = f. Da
Dann ist f auf [a, b] differenzierbar und es gilt:

lim f, = f'.

n—oo
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Satz: (Gliedweise Differentiation) Saf

Die Folge (f») und ihre Ableitungen (f}) seien auf [a, b] gleichmaBig konvergent Die
und es gelte lim,, , fn = f. Da
Dann ist f auf [a, b] differenzierbar und es gilt:

lim f, = f'.

n—oo

Bemerkung: Es reicht sogar die Voraussetzung:
Sei (fy) fiir ein z € [a, b] konvergent.
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Satz: (Gliedweise Integration)
gent Die Folge (f») sei auf [a, b] gleichmaBig konvergent und die f,, seien integrierbar.
Dann ist die Grenzfunktion f = lim,,_, o f, integrierbar und es gilt:

lim fn(:c d:l:—/ f(x) dz.

n—oo
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Bemerkungen:

e Im Satz uber die gliedweise Differentiation muss vorausgesetzt werden, dass
die Folge der Ableitungen (f)) gleichmaBig konvergiert.

e Im Ergebnis der Differentiation der Folge (f,,) entsteht wieder eine Funktio-
nenfolge (f}).

e Im Ergebnis der Integration der Folge ( f,,) entsteht eine Zahlenfolge (f: fn(z) dx).

23.



Funktionenreihe

Definition. (Funktionenreihe)
Sei (fi) eine Funktionenfoige auf D). Definiere eine neue Funktionenfolge ()
durch:

sa=3 fo n=012..
k=4

(sa) heiBt unendiiche Reihe oder Reihe der Funktionen (fi).
i heien Glieder der Reihe und s, Teil- oder Partialsummen.
hreibe ku

S oder S fuls) mi

integrierbar.

Definition: (Punktweise und gleichmafige Konvergenz)
Die Funktionenreihe 3-5°., fi. heiBt punktweise baw. gleichmaig konvergent, wenn
die Folge () der Partialsummen punktweise bzw. gleichmaBig konvergiert

Die Grenzfunktion s = limy .o sn heiBt Summe der Reihe (oder Summenfunition).
Schreibe

5= if. oder s(x) = i[.(z) mitz € D.
=1 =1

Definition: (GleichmaBig absolut konvergent)
Eine Reihe ;% fi von auf D beschrankten Funktionen heift
gleichmaBig absolut konvergent, wenn Y32 || fic|l konvergiert.

Satz (
Eine Re
genau ¢
Zu jede

E24

Fu
un
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Definition: (Funktionenreihe)
Sei (fr) eine Funktionenfolge auf D. Definiere eine neue Funktionenfolge (sy)
durch:

n
Sn=Y fr, n=0,1,2,...
k=0

(sn) heiBt unendliche Reihe oder Reihe der Funktionen (f).
fi heiBen Glieder der Reihe und s,, Teil- oder Partialsummen.

25.



Definition: (Punktweise und gleichmaBige Konvergenz)
Die Funktionenreihe Y .-, fx heiBt punktweise bzw. gleichmaBig konvergent, wenn
die Folge (s,,) der Partialsummen punktweise bzw. gleichmaBig konvergiert.

Die Grenzfunktion s = lim,,_,~ $,, heiBt Summe der Reihe
Schreibe

s = if’“ oder s(x) = ifk(ac) mit z € D.
k=0 k=0
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Definition: (GleichmaBig absolut konvergent)
Eine Reihe > -, fx von auf D beschriankten Funktionen heiBt
gleichmaBig absolut konvergent, wenn >~ || fx|lco konvergiert.

27.



Definition: (GleichmaBig absolut konvergent)
Eine Reihe > -, fx von auf D beschriankten Funktionen heiBt
gleichmaBig absolut konvergent, wenn Y7~ || fk|lco konvergiert.

Bemerkung: Falls > ;- fi gleichmaBig absolut konvergent, so folgt auch die
gleichmaBige Konvergenz, denn es gilt:

o0

Z f 'k:

k=0

00

wegen sup,cp(f +9) <sup,cp f +sup,ep g
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at, wenn

Konvergenz von
Funktionenreihen

Satz: (Cauchy-Kriterium fii glei Konvergenz von i

Eine Reihe 3., fe mit auf 1) beschrankten Funktionen fi konvergiert auf 1)
genau dann gleichmaBig, wenn gilt

Zu jedem ¢ > 0 gibt es ny € N, 50 dass fir alle m > n > ng

S a

<e

[t}

Satz: (Gliedweises Integrieren gleichmiig konvergenter Reiben)

Jede gleichmafig konvergente Reihe 3237, fi von auf [a, B integrierbaren
Funktionen besitzt auf [a, b] eine integrierbare Summenfunktion s = 37, fi
und es gilt:

/-ha[z)d: /fgh(.r).u E)T:u[/.md;.

Satz: (Majoranten-Kriterium von Weierstraf)
Fiir die Glieder der Reihe Y73° fy gelte fiir k > ko € N

Fell < ey

wobei 35, o eine konvergente Zahlenreihe i
Dann ist die Funktionenreihe 3", fi gleichmabig absolut konvergent.

Zahlenreihe 3 heift Majorante der Funktioner

Satz: (Statigheit dor Reihensumme)
Sesen fi - [a,5] —» R stetige Glieder der gleichmiig konvergenten Reihe Y25 fi
Dann st die Summe 5 = 337 fu ebenfalls stetig in [a, b].

Satz (Glisdmeises Disronsiren ghichmit bomergoster Reives)
Es gelte:

[y T ST PR

 Die Abeiungsesive 35

=T fel
s ghichmatip bormergest i [0, 0]

zefod)

Dann st auch die Fnbionenreve S22 fo gechmati bonvsgent i o,
Wetee it die Sumime ) dillearzaba un (1) kann dioch gimroes
larnsieen bieschrat war
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Satz: (Cauchy-Kriterium fiir gleichmaBige Konvergenz von Funktionenreihen)
Eine Reihe Y ,_, fk mit auf D beschrankten Funktionen fj konvergiert auf D
genau dann gleichmaBig, wenn gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es ng € N, so dass fur alle m > n > ng

m

> fe

k=n+1

< €.

o0
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Satz: (Majoranten-Kriterium von WeierstraR)
Fiir die Glieder der Reihe Y72 fi gelte fir k > ko € N

| flloo < o,

wobei Y~ , ay eine konvergente Zahlenreihe ist.
Dann ist die Funktionenreihe ZZOZO fir gleichmaBig absolut konvergent.

Majorante

31.



Satz: (Stetigkeit der Reihensumme)
Seien f : [a,b] — R stetige Glieder der gleichmaBig konvergenten Reihe Y - ) fi.
Dann ist die Summe s = Y7~ , fx ebenfalls stetig in [a, b].

32.



Satz: (Gliedweises Differenzieren gleichmaBig konvergenter Reihen)
Es gelte:

e Sei ) ., [k eine Reihe auf [a, b] differenzierbarer Funktionen.
e Es existiere die Grenzsumme s(z) = Y-, fx(z) fiir wenigstens ein z € [a, b]
e Die Ableitungsreihe Y 7- | f/ sei gleichmaBig konvergent in [a, b].

Dann ist auch die Funktionenreihe >"7~ , fx gleichmaBig konvergent in [a, b].
Weiter ist die Summe s(x) differenzierbar und s’(x) kann durch gliedweises
differenzieren berechnet werden:

§'(z) = (Z fk) => i
k=0 k=0
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Satz: (Gliedweises Integrieren gleichmaBig konvergenter Reihen)
Jede gleichmaBig konvergente Reihe >"7° | fi von auf [a, b] integrierbaren

Funktionen besitzt auf [a, b] eine integrierbare Summenfunktion s = > 72 | fx
und es gilt:

/abs(w) dr = /bifk(x) de = i bfk(w) de.

a L—o k=0va
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