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Definition: (Riemannsches Integral)
Sei / : [o,b] — R beschrinkte Funktion. Dann heiBt f Riemann-integriesbar, falls

1=
S;(Z)= 3 Midz, Obersumme, =1y
Sm Der rd bestimmtes. Integral von f iber [u, )
4(2)= 3 mbdz Untersumme genannt:
o f i) d.
amxgx X, Xy X bk x .
von 1 bezighch .  a heift untere, b obere Integrationsgrenze,
Riemanrsche Summe © [a,b] heiBt Integrationsintervall,
(et m Intervall, i = 1: 1, 50 gt m, < f(€) < M, . X
S b el e <GS o  heift Integrationsvariable,

R(Z) = ZI flg)ax ® [(x) heiBt Integrand.

et Riamannsche Summe beziiglich der Zarkegung Z.

Satz: (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist F* Stammfunktion einer stetigen Funktion f : I — R auf dem Intervall /.
Dann gilt fiir beliebige a,b € I

= F(z)|%.

b
/ F(t) dt = F(b) - F(




Obersumme/Untersumme:

Sei M; = sup,c(y, , 5, f(x) und m; =infocpz, 2, f(2).

Dann bildet man lber lxi_l,xi] oberes bzw. unteres Rechteck y
mit Flacheninhalten Ax; - M; bzw. Az; - m;.

Damit erhalt man

f(x)

S¢(Z) = Z M;Az; Obersumme,

i=1:n

sf(Z) = Z m;Az; Untersumme

i=1:n /

a=x_Xx

von f beziiglich Z.

Riemannsche Summe:
Sei &; € [x;—1,z;] beliebig im Intervall, i =1 : n, so gilt m; < f(&) < M;.

R(Z)= ) f(&)Ax;

i=1:n

heiBt Riemannsche Summe beziiglich der Zerlegung Z.
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Definition: (Riemannsches Integral)
Sei f :[a,b] — R beschrankte Funktion. Dann heiBt f Riemann-integrierbar, falls

Der gemeinsame Grenzwert wird bestimmtes Riemannsches Integral von f lber [a, b]
genannt:

I:/abf(m) dz.

a heiBt untere, b obere Integrationsgrenze,

[a, b] heiBt Integrationsintervall,

x heiBt Integrationsvariable,

f(x) heiBt Integrand.




Satz: (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist F' Stammfunktion einer stetigen Funktion f : I — R auf dem Intervall I.
Dann gilt fur beliebige a,b € I

b
/ £(t) dt = F(b) — F(a) = F(z)[2.




Erinnerung

Rotationskorper

Iee Volumenbercchnung

Definition (Rotationskérper)  Unterteile (a,b] in n Telintervalle (squidistante Zerlegung)
Sei [ [a,b] = R, f(z) = 0, stetig. Rotiert der Funktionsgraph {(z, f(x)) :a < x < b} bee

um die z-Achse, 5o entsteht ein durch die Funktion f erzeugter Rotationskirper. frevad, i=lim m=ot+ib b=

Vim PR, €€ el

Y| * Das Gesamtvolumen V' N
CEDIRNE
ftx) =
« Dies ist die Riemannache Summe von /(x) beziiglich der Squdistanten
Zerlegun,
"  Fihre den Grenzibergang n — o (sl h —+ 0) durch.
Idee Oberflichenberechnung

* Verwenden dquidistante Zerlegung (wie be: Volumen)

i=lin, no=atib h=t22

Rotationskorper, Parameterintegrale [rerml,
und uneigentliche Integrale . o _

Fim2ef(6)88, &€ frina)

» Dabei ist s dhe Breite der Kegestumpf Flsche (Pythagoras)
P
Bn = \[W+ (f(x) = flze))

 Die Gesamtoberfliche F:
N )4 (160 = i)Y,
Fu) amfgn/1 + h.
e (f57)

‘» Dies ist wieder eine Riemannsche Summe fir 27/ (x)/T+ (7/(z))°
 Filhve den Grenzibergang n — o (also h — ) durch.

eigentliche
'ntegrale




Definition (Rotationskorper):
Sei f : [a,b] = R, f(z) > 0, stetig. Rotiert der Funktionsgraph {(z, f(x)) : a < z < b}
um die xz-Achse, so entsteht ein durch die Funktion f erzeugter Rotationskorper.

f(xi )
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Idee Volumenberechnung:

e Unterteile [a, b] in n Teilintervalle (aquidistante Zerlegung):

<z < b} b—a
per. [Ii_l,CL‘i], =1 n, r; :a+z’h, h= " .

Berechne Volumen V; der Scheibe/des Kegelstumpfes iiber [x;_1, ;| ndherungsweise:
Vi m f2(&)mh, & € [zio1,Ti).

Das Gesamtvolumen V:

VY &) h.
k=1

Dies ist die Riemannsche Summe von 7 f2(x) beziiglich der dquidistanten
Zerlegung.

Fiihre den Grenziibergang n — oo (also h — 0) durch.




Idee Volumenberechnung:

e Unterteile [a, b] in n Teilintervalle (aquidistante Zerlegung):

[®i—1,2], i=1:n, z; =a+ih, h= e
n

Berechne Volumen V; der Scheibe/des Kegelstumpfes iiber [x;_1, ;| ndherungsweise:
Vi m f2(&)mh, & € [zio1,Ti).

Das Gesamtvolumen V:

VY &) h.
k=1

Dies ist die Riemannsche Summe von 7 f2(x) beziiglich der dquidistanten
Zerlegung.

Fiihre den Grenziibergang n — oo (also h — 0) durch.

Volumen eines Rotationskorpers:
Das Volumen V eines von f : [a,b] — R erzeugten Rotationskorpers ist

V:7r/abf2(m)dac. (1)
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Idee

Oberflachenberechnung;:

Verwenden dquidistante Zerlegung (wie bei Volumen)

[zi—1,2i], i=1:mn, z; =a+ih, h=

Berechne Oberflache F; des des Kegelstumpfes iiber [z;_1, ;] ndherungsweise:
Fi=2nf(&)As, & € [zio1, il

Dabei ist As die Breite der Kegelstumpf-Flache (Pythagoras):

As = \/h2 + (f(zi) — flzim1))™

Die Gesamtoberflache F":
n -
Fr Z%rf(ffi)\/l + (M) .
k=1

Dies ist wieder eine Riemannsche Summe fiir 27 f(z)+/1 + (f'(z))?.

Fiihre den Grenziibergang n — oo (also h — 0) durch.
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Idee Oberflachenberechnung;:

Verwenden dquidistante Zerlegung (wie bei Volumen)

[zi—1,2i], i=1:mn, z; =a+ih, h=

Berechne Oberflache F; des des Kegelstumpfes iiber [z;_1, ;] ndherungsweise:

Fy=2nf(&)As, & € [zio1,m.

Dabei ist As die Breite der Kegelstumpf-Flache (Pythagoras):

As = \/h2 + (f(zi) — flzim1))™

o Die Gesamtoberflache F':
n -
Fr Z%rf(ﬁi)\/l + (M) .
k=1

Dies ist wieder eine Riemannsche Summe fiir 27 f(x)+/1 + (f'(x))?.

e Fiihre den Grenziibergang n — oo (also h — 0) durch.

Oberflache eines Rotationskorpers:
Die Oberfliche F eines von f : [a,b] — R erzeugten Rotationskorpers ist

b
F=2r[| f(x)v/1+(f'(x))? dz.

12.



Parameterintegrale

Baispiele/Motivation
Die folgenden Funktionen sind als Integrase einer Funktian mt Parameter gegeben

» Die Gamma-Funktion

Iix) ’A"" ~

© Die Besse-Funktionen

230,

Ju(z)i= - [ cos(rsint—nt) dt, neN.
» Die Laplace-Transformierte einer Funktion /(1)

Fiz) = L‘ S0 e

Bemerke: Die unabhingige Veranderliche 1« ist ein Parameter des jeweiligen Inte-
ra!

Falls im Parameterintogral die Integrationsgrenzen vom Parameter z abhangen, git
Satz: (Lebniz-Regel)

Es gelten die Voraussetzungen vom Satz uber die Diff von Parameterintegraien
Auberdem seien h{z) und g(x) stetig differenzirbare Funktionen. Dann glt

"o
Fe= g [ e a

! f(x.w) ‘
= [ 2D gy bW 0) - st )

Bemerkungen:

 Integrationsgrenze o wird nachfolgend noch behandelt.
 In vielen Fallen kann keine Stammfunktion angegeben werden.
« Frage: Gibt es dennoch Regeln fir die Differentiation?

Satz. (Differentiation bestimmeer Parameterintegrale)
Seien [a,b] und e, d] abgeschlossene Intervalle und die Funktion f(z, ) n [a,b] x
[ey e

o stetig beziiglch des Parameters x und

o integrierbar bezigheh der Versnderlichen y.

Dann gilt fir das Parameterintegral
F [ fanan rein

1. F(z) istin [e.b] stetg,

2. ist J ausatzich auf [s,b] nach dem Parameter z stetig differenzierbar, dann
st differenierbar und hat die Ableitung

—————— ey

Rotationskorper, Parameterintegrale
und uneigentliche Integrale

Uneigentlic
Integrale
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Beispiele/Motivation:
Die folgenden Funktionen sind als Integrale einer Funktion mit Parameter gegeben:

e Die Gamma-Funktion:

I'(z) ::/ t*“te~tdt, x>0.
0
e Die Bessel-Funktionen:

1 ™
Jn(z) :=— [ cos(xsint —nt) dt, neN.
T Jo

e Die Laplace-Transformierte einer Funktion f(t):
F(z) := / f(t)e *t dt.
0

Bemerke: Die unabhangige Veranderliche x ist ein Parameter des jeweiligen Inte-
grals!

14.



Bemerkungen:

e Integrationsgrenze oo wird nachfolgend noch behandelt.
e In vielen Fallen kann keine Stammfunktion angegeben werden.

e Frage: Gibt es dennoch Regeln fur die Differentiation?

15.



Satz: (Differentiation bestimmter Parameterintegrale)

Seien [a,b] und [c,d] abgeschlossene Intervalle und die Funktion f(z,y) in [a,b] x
[, d]

e stetig bezuglich des Parameters x und
e integrierbar bezuglich der Veranderlichen y.

Dann gilt fur das Parameterintegral

d
F(x) ::/ f(z,y) dy, =x € [a,b]

1. F(x) ist in [a,b] stetig,

2. ist f zusatzlich auf [a,b] nach dem Parameter x stetig differenzierbar, dann
ist F' differenzierbar und hat die Ableitung

d d
F'(z) = %/ f(z,y) dy=/ 0f(z,y) dy.

Ox 0
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Falls im Parameterintegral die Integrationsgrenzen vom Parameter x abhangen, gilt
Satz: (Leibniz-Regel)

Es gelten die Voraussetzungen vom Satz uber die Diff. von Parameterintegralen.
AuBerdem seien h(x) und g(x) stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt:

Pe)= | "ty dy
Az Jg@y

@) §f(p
_ / ) of g@; Y 4y + fa, b)) (@) - f(z,g9(x))d (@).
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Integrale

Mativation
Bei den bestimmten Integralen [ f(x) dz war vorausgesetzt.

 J beschrinkt und
® @ und b endlich

Frage: Was passiert, wenn eine der Voraussetzungen nicht erfilt ist?

e

Uneigentliche

Sotz: (Cauchy-Kriterium)
Die Funktion f(2) sei in a, 5| iber jedes abgeschlossane Tedntervall intagrierbar.
Dann homvergiert das Integral .

[ rterae

enau dann, wenn Ve > 0, 3X > a, %0 dass fir alle 2 mit X < 1y < 2 git

Definition: (Uneigentliches Integral)

Dio Funktion f sei auf dem rechts offenen Intervall [a, b], mit b € R U {0} und
jedem Intervall [a. ], ¢ < b stickweise stetig. Durch die Versinbar

o [ terie=tm [ s ae
b) [‘/m.u;. )i_r‘qj:ﬂx)da

‘enweitern wir den Integralbegriff auf

3) Integranden f(x), die bei z /* b unbeschrankt sind,

b) unbeschrinkte Integrationsintervalle [a, x|

Bemerkungen
o Analog definiert man

[roumg 100 o [ seriem

 Di 50 defiverten Integrale heiBen uneigentiiche Integrale.

1(x) d.

Integral.

rungen

- Vo - ,
‘@ Dies st wieder eine Riemannache Summe fiir 2x(z)y/T+ (/' (7))

o Fihre den Grenzilbergang n —» o (also i —» 0) durch

Oberfliche eines Rotationskérpers:
Die Oberfliche F eines von [ : [a,b] — R™ erzeugten Rotation

P ?Tr/b/(.r)ﬂ/l F (@) dz.
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Motivation: ,
Bei den bestimmten Integralen [ f(z) dx war vorausgesetzt:

e f beschrankt und
e ¢ und b endlich.

Frage: Was passiert, wenn eine der Voraussetzungen nicht erfillt ist?

©

19.



Definition: (Uneigentliches Integral)
Die Funktion f sei auf dem rechts offenen Intervall [a,b], mit b € R U {co} und
jedem Intervall [a, c], ¢ < b stlickweise stetig. Durch die Vereinbarungen:

) /abf(x) da = li}%/acf(x) do
b) /aoo f(x) dx := lim /acf(:t:) dx

CcC—> 00
erweitern wir den Integralbegriff auf
a) Integranden f(x), die bei x /b unbeschrankt sind,

b) unbeschrankte Integrationsintervalle [a, oo|.

20.



Bemerkungen:

e Analog definiert man
b

/abf(x) dr = lim /cb f(z) dx  bzw. /_boo f(z) dz = lim f(z) de.

c\a c—»—o0 /.

e Die so definierten Integrale heiBen uneigentliche Integrale.

e Wenn die entsprechenden Grenzwerte existieren, so konvergiert das uneigentliche
Integral.

21.



Satz: (Cauchy-Kriterium)

Die Funktion f(z) sei in [a, 00| liber jedes abgeschlossene Teilintervall integrierbar.
Dann konvergiert das Integral
(o @]
| @ s
a

genau dann, wenn Ve > 0, 94X > a, so dass fur alle 1,20 mit X < x1 < x4 gilt:

/:2 f(x) dx

< €.
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Satz: (Cauchy-Kriterium)

Die Funktion f(z) sei in [a, 00| liber jedes abgeschlossene Teilintervall integrierbar.
Dann konvergiert das Integral
(o @]
| @ s
a

genau dann, wenn Ve > 0, 94X > a, so dass fur alle 1,20 mit X < x1 < x4 gilt:

/ f(z) dz| < e.
y
\
f(x)
RHOS e
a )|( X, X, X
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Beispiele: Betrachte y f(x)=sin x
PAERN

o [, = fooo sin(z) dx of T el x

o I, = [sin(z?) dx
2 fO ( ) y f(x)=sin(x?)

AAR

ERATRIE
4
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