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Motivation
Flacheninhalt

In 1. Vorlesung: Fliche:

Sei f : [a,b] - R* eine auf [a,b] € R positive, beschrinkte Funktion.
Exakte Berechnung von Flachen oder Bahnlangen Die Flache von f auf [a,b] besteht aus den Punkten

y
”

(ry): a<z<h 0<y< flx).

Ziel: Bestimme den Flacheninhalt!
N Fla i eines R=L-B (L Lange, B Breite).

Flicheninhalt:
Idee:Unterteile die Flache in Streifen

a=a0< T < < Ty =b,

mit Intervallen [z;_y, ], i = 1 : n, der Breite Ax;.
Die Menge der Intervalle heiBt Zerlegung Z des Intervalls [a, b].
Die groBte Teilintervalllange |Z| = max;—1.,, Az; heiBt Feinheit von Z.




In 1. Vorlesung:

Exakte Berechnung von Flachen oder Bahnlangen
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Flache:
Sei f : [a,b] = RT eine auf [a,b] € R positive, beschrankte Funktion.
Die Flache von f auf [a,b] besteht aus den Punkten

(x,y): a<z<b 0<y< f(x).

Ziel: Bestimme den Flacheninhalt!
Annahme: Flicheninhalt eines Rechtecks R = L - B (L Lange, B Breite).




'n

Flache:
Sei f : [a,b] = RT eine auf [a,b] € R positive, beschrankte Funktion.
Die Flache von f auf [a,b] besteht aus den Punkten

(x,y): a<z<b 0<y< f(x).

Ziel: Bestimme den Flacheninhalt!
Annahme: Flicheninhalt eines Rechtecks R = L - B (L Lange, B Breite).
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Flacheninhalt:
Idee:Unterteile die Flache in Streifen

a=rp< 21 <--<x, =0,

mit Intervallen [x;_1,x;], i = 1 : n, der Breite Ax;.
Die Menge der Intervalle heiBt Zerlegung Z des Intervalls [a, b].
Die groBte Teilintervalllange |Z| = max;—1.,, Az; heiBt Feinheit von Z.




Flacheninhalt:
Idee:Unterteile die Flache in Streifen
a=rp< 21 <--<x, =0,

mit Intervallen [x;_1,x;], i = 1 : n, der Breite Ax;.
Die Menge der Intervalle heiBt Zerlegung Z des Intervalls [a, b].
Die groBte Teilintervalllange |Z| = max;—1.,, Az; heiBt Feinheit von Z.
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a=x0x1 X, x3 X, b=x5 X




Riemann Summe

Obersumme/Untersumme:

Sei M; = Sup,cpz,_, 2, f(x) und m,
Dann bildet man uber Iz 1, obe
mit Flacheninhalten Ax; - M; bzw. Ax;-m;.
Damit erhdlt man

infrele, ) f(T)

bzw. unteres Rechteck

S¢(2) = Z M;Azx; Obersumme,

sp(Z) = Z m;Az;  Untersumme

i=lin

von [ beziiglich Z.

Bemerkung

Die Menge der Obersummen ist nach unten,

die Menge der Untersummen nach oben beschrinkt

Denn: Sind Z; und s beliebige unterschiedliche Zerlegungen, dann ist

Z die Menge aller Durchschaitte der Teilintervalle eine verfeinerte Zerlegung.

Es gt offensichtlich

34(2) < 3/(Z) < R(Z) < 84(Z) < Sy(Zy).
sp(Z2) < 50(2) < R(Z) < 8,(2) < SZ).

Insbesondere ist fiir beliebige Z, Z2

&4(Z1) < S¢(Z2) und  85(Z2) < S¢(Z1).

Riemannsche Summe:
Sei & € |1, ;) beliebig im Intervall, i = 1 : n, s0 gilt m; < f(&) < M;.

R(Z)= Y fl&)Az
i

heift Riemannsche Summe beziglich der Zerlegung Z.

Oberintegral /Oberintegral:
Fiir feiner werdende Zerlegungen Z ist Klar, dass die Obersumme kleiner und die
Untersumme grober wird
Daher
Iy =infy(2), Oberintegral

Iy =sups(2), Unterintegral

won | beziiglich Z.




Obersumme/Untersumme:

Sei M; = Sup,eiy, ;2,0 () und m; =infocip,_, 2, f(2). Rie
Dann bildet man iber [x;_1, x;] bzw. Rechteck Sei
mit Flacheninhalten Ax; - M; bzw. Az; - m;.

Damit erhalt man

Si(Z) = Z M;Ax; Obersumme, hei

1=1:n

sf(Z) = Z m;Az; Untersumme

1=1:n

von f bezuglich Z.
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Riemannsche Summe:

1.teck Sei &; € [zi—1, ;) beliebig im Intervall, i = 1 : n, so gilt m; < f(&) < M;.
R(Z)= ) f(&)Am
i=1:n
e heiBt Riemannsche Summe beziiglich der Zerlegung Z.
Y

e
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_ Riemannsche Summe:
1teck Sei &; € [zi—1, ;) beliebig im Intervall, i = 1 : n, so gilt m; < f(&) < M;.

R(Z)= ) f(&)Am
i=1:n
heiBt Riemannsche Summe beziiglich der Zerlegung Z.
Es gilt: sf(Z) < R(Z) < S¢(2).

e
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Oberintegral /Oberintegral:

| ist Fir feiner werdende Zerlegungen Z ist klar, dass die Obersumme kleiner und die
erlegung. Untersumme groBer wird.
Daher

Iy = irZ1f S¢(Z), Oberintegral

I;= sgp sf(Z), Unterintegral

von f bezuglich Z.
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Bemerkung:
Die Menge der Obersummen ist nach unten,
die Menge der Untersummen nach oben beschrankt.

Denn: Sind Z; und Zs beliebige unterschiedliche Zerlegungen, dann ist

Z die Menge aller Durchschnitte der Teilintervalle eine verfeinerte Zerlegung.

Es gilt offensichtlich:

sf(Z1) < s¢(2) <
sf(Z2) < sp(Z) <

Insbesondere ist fur beliebige Z;, Zo

Sf(Zl) < Sf(ZQ) und Sf(Zz) < Sf(Zl).

Oberini
Fur fein

Untersu
Daher

von f b
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Bemerkung:
Die Menge der Obersummen ist nach unten,
die Menge der Untersummen nach oben beschrankt.

Denn: Sind Z; und Zs beliebige unterschiedliche Zerlegungen, dann ist

Z die Menge aller Durchschnitte der Teilintervalle eine verfeinerte Zerlegung.

Es gilt offensichtlich:

sf(Z1) < s¢(2) <
sf(Z2) < sp(Z) <

Insbesondere ist fur beliebige Z;, Zo

Sf(Zl) < Sf(ZQ) und Sf(Zz) < Sf(Zl).

Es folgt:I; und I existieren mit

Oberini
Fur fein

Untersu
Daher

von f b
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Riemann Integral

Bemerkung: Filr f stetig (und viele andere iibliche Funktionen) gilt
I=1

Satz: (Kriterium fir Riemann Integrierbarkeit)

Sei f :[a,b] -+ R beschrinkte Funktion

Dann ist f genau dann integrierbar, wenn jede Folge Riemannscher Summen f2(Zy)
von | gegen denselben Grenzwert konvergiert

Jim. n(zu,fnxy dr.

Dabei gelte fiir die zugehdrigen Zerlegungen Zy: |Za] —+ 0. und & € [xi1, )
belicbig.

(1)

Definition: (Riemannsches Integral)
Sei f : [a,b] —» R beschrinkte Funktion. Dann heift £ Riemann-integrierbar, falls
1,=1
< 1

bestimmtes. Integral von f iiber [a, b]

l:[/(x) de.

© a heibt untere, b obere Integrationsgrenze,

Der gemeir
genannt:

o [a.b] heibt Integrationsintervall,
o x heiBt Integrationsvariable,

o f(x) heiBt Integrand.

Bamerkung,
Es st nicht notwendig /() > 0, denn es sollen nicht nur Flichen berechnet werden
Das bestimmte Integral [ f(z) dx st die Flsche awschen | und der -Achse.
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Bemerkung: Fiir f stetig (und viele andere libliche Funktionen) gilt

17.



Bemerkung: Fiir f stetig (und viele andere libliche Funktionen) gilt
Iy =1

Ausgezeichnete/zuldssige Zerlegungsfolge:
Ist (Zx) eine Zerlegungsfolge fiir die gilt:

lim |Zk| =0
k—o0
heiBt ausgezeichnete oder zulassige Zerlegungsfolge.
Falls I, = I_f so folgt:

lim sp(Zy) =1, = lim R(Z) = I = klir{:osf(zk).

k— o0 k—o0
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_ Definition: (Riemannsches Integral)
| gilt Sei f : [a,b] — R beschrankte Funktion. Dann heiBt f Riemann-integrierbar, falls

Der gemeinsame Grenzwert wird bestimmtes Riemannsches Integral von f iiber [a, b]
genannt:

Iz/abf(ac) dzx.

a heiBt untere, b obere Integrationsgrenze,

ol [a, b] heiBt Integrationsintervall,
olge.

x heiBt Integrationsvariable,

f(x) heiBt Integrand.
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Bemerkung:
Es ist nicht notwendig f(x) > 0, denn es sollen nicht nur Flachen berechnet werden.

Das bestimmte Integral f; f(x) dz ist die Flache zwischen f und der xz-Achse.
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Bemerkung:
Es ist nicht notwendig f(x) > 0, denn es sollen nicht nur Flachen berechnet werden.

Das bestimmte Integral f; f(x) dx ist die Flache zwischen f und der z-Achse.

21.



Bemerkung:
Es ist nicht notwendig f(x) > 0, denn es sollen nicht nur Flachen berechnet werden.

Das bestimmte Integral f; f(x) dx ist die Flache zwischen f und der z-Achse.

y
y
0 T =

0 2 2 2
' 4\/§ e
VI der = —— cosx dr =0
Jo 3

0
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Satz: (Kriterium fiir Riemann Integrierbarkeit)

Sei f : [a,b] — R beschrankte Funktion.

Dann ist f genau dann integrierbar, wenn jede Folge Riemannscher Summen R(Zy)
von f gegen denselben Grenzwert konvergiert:

b
kli)ngo R(Zy) :/a f(x) dx.

Dabei gelte fiir die zugehorigen Zerlegungen Zy: |Zi| — 0, und &; € [x;—1, ;]

beliebig.
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Satz: (Kriterium fiir Riemann Integrierbarkeit)
Sei f : [a,b] — R beschrankte Funktion.

Dann ist f genau dann integrierbar, wenn jede Folge Riemannscher Summen R(Zy)
von f gegen denselben Grenzwert konvergiert:

b
kli)ngo R(Zy) :/a f(x) dx.

Dabei gelte fiir die zugehorigen Zerlegungen Zy: |Zi| — 0, und &; € [x;—1, ;]

beliebig.

Bemerkung: Fur stetige Funktionen zeigt man:
Jede Folge Riemannscher Summen konvergiert gegen denselben Grenzwert.

Daher gilt Satz: (Stetigkeit = Integrierbarkeit)
Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f integrierbar.

Das gilt auch fiir stiickweise stetige Funktionen, die auf [a, b] stetig sind mit Aus-
nahme endlich vieler

e hebbarer Unstetigkeitsstellen, oder

e Unstetigkeitsstellen 1. Art (Sprungstellen).
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Mittelwertsatze
und Rechenregeln

Satz: (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Korollar: i

N N - B der
Sei f : [a,b] — R stetig. Dann existiert £ €a, b mit Seien f: [a,b) - R und g : [a,5] -+ & stetig und g(z) > O fiir alle  €]a,b[.

Dann existiert £ €]a, b[ mit

b
f(x) dz = f(€)(b— a). b
/“ /h/(-rly(:) de = f(ﬁ)/ 9(x) dz.

Satz: (Rechenregeln fir bestimmte Integrale)
Seien f und g integrierbare Funktionen auf [a, b, a < ¢ < b und ci,c € R
Dann gilt

 Linearitit:

/ﬂn(nj*qy)tl.r:n/“‘/'dl‘-m[ gdr.

‘j:/d: s[meb.
[/m-:[;@a,f/m-.

[>llau’[rA,lr:=/A/dy>|l

o Betrag

o Teilintervalle:
o Positivitat

o Null: ist f auf fa.b) stetig und nichtnegativ, sowie

[/,u,(m_r,o.

Bemer

Ausgez
Ist (Zs)

Falis I,

Satz

Daan i
von [

Dabei
beebi
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Satz: (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei f : [a,b] — R stetig. Dann existiert £ €]a, b[ mit

b
/ f(z) dz = F(€)(b— a).
2
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Satz: (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei f : [a,b] — R stetig. Dann existiert £ €]a, b[ mit

b
/ f(z) dz = £(€)(b— a).

fE)

27.



Korollar: (Erweiterter Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Seien f : [a,b] — R und g : [a,b] — R stetig und g(z) > 0 fiir alle z €]a, b|.
Dann existiert £ €]a, b| mit

/a " fa)g(a) d = £(©) / ' g() da.

28.



Satz: (Rechenregeln fiir bestimmte Integrale)
Seien f und g integrierbare Funktionen auf [a,b], a < ¢ < b und ¢1,¢c3 € R.
Dann gilt:

e Linearitat:
b b b
/ (c1f + c29) daczcl/ fda:+cz/ g dx.
e Betrag:
b b
[ s < [ 11 d.
e Teilintervalle:

/abfd:c:/acfdx—l—/cbfdm.

b
fZOauf[a,b]:>/ fdz>0.

Positivitat:

Null: ist f auf [a, b] stetig und nichtnegativ, sowie

/abfda:=0=>f=0.
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Hauptsétze der Differential-
und Integralrechnung

Satz: (Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist f: 1 — R auf dem Intervall I stetig, dann ist die Funktion F', gegeben durch

Fla) = / o

mit z,a € I eine Stammfunktion von f.

3]

Satz: (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist F' Stammfunktion einer stetigen Funktion f: I — R auf dem Intervall I.
Dann gilt fiir beliebige a,b € I

/ " f(t) di = F() — Fla) = F@)l

30.
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Satz: (Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist f: I — R auf dem Intervall I stetig, dann ist die Funktion F', gegeben durch

F(z) = / " r) dt

mit x,a € I eine Stammfunktion von f.

©
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Satz: (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist ' Stammfunktion einer stetigen Funktion f : I — R auf dem Intervall 1.
Dann gilt fur beliebige a,b € I

b
/ f(t) dt = F(b) — F(a) = F(x)]’.

32.



Motivation
Fldcheninhalt

Hauptsatze der Differential-
und Integralrechnung

Riemann Summe
. i o

—
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Anaiysis 1

Mittelwertsétze i
und Rechenregeln Riemann Integral
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