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Erinnerung:
Integrationsregeln

Detaition

S f: 1 -+ R Fonkton (I C B). Damn heilt cne difirencicbare Funkton

F 11— R mit der Eigenschaft
Pt

Stammfunktion von /. lst F* Stamméunktion vo /. 50 heit der Ausdruck

//m dx=Fix)+C
mit €' € R einer Konstanten, unbestimmees Integral der Funktion f.

» Die Konstante C heifit Integrationshonstante

o Das unbestimmee Integral von f ist die Gesamheit aller Stamméunktionen
won J.

© Die Funktion  heit Integrand.

Bemerkung (Partielle Integration).
Aus der Produktregel fur die Differentiation folgt:

Fiir zwei auf einem Intervall / stetig differenzierbare Funktionen f und g ist f - g

eine Stammfunktion von (f - )’ = f'g + f¢/ und es gilt:

f(x)glx) :](f(t)y(t) + J(x)g'(x)) dx, bzw.

[ 1@t de = o) - [ sta1de) de.

Satz (Linearitat des unbestimmten Integrals):
Seien f,g : I — R Funktionen mit Stammfunktionen und seien c1,c2 € R Kon-
stante. Dann gilt

[ttt etz dz = [ fie) dotes [ otn) an

Beweis:
Folgt unmittelbar aus der Definition. O

Satz (Substitutionsregel):
Sei [ stetige Funktion auf dem Intervall J und ¢ stetig differenzierbar auf dem
Intervall 1. Es gelte ¢(I) C J und die Umkehrfunktion o~ existiere. Dann gilt:

L [ f(¢{x))e'(z) dz = [ [(t) dt, mit t = o(x),
2. [ f(x)dz = [ f(6()&(t) dt, mitx = o(t).

Beweis

Folgt aus der Kettenregel der Differentiation.
[Flg(a))) = F'{g(x))g'(z)

mit F'(x) = f(x). O
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Definition:
Sei f : I — R Funktion (I C R). Dann heiBt eine differenzierbare Funktion
F : I — R mit der Eigenschaft

F'=f

Stammfunktion von f. Ist F' Stammfunktion von f, so heiBt der Ausdruck

/f(a:) de = F(z)+C

mit C' € R einer Konstanten, unbestimmtes Integral der Funktion f.
e Die Konstante C heiBt Integrationskonstante.

e Das unbestimmte Integral von f ist die Gesamtheit aller Stammfunktionen
von f.

e Die Funktion f heiBt Integrand.

Satz (Lineari
Seien f,g : 1
stante. Dann

Beweis:
Folgt unmitte
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Satz (Linearitat des unbestimmten Integrals):

Seien f,g : I — R Funktionen mit Stammfunktionen und seien c¢1,co € R Kon-
stante. Dann gilt

[e15@) +exgl@) do=er [ £@) do+er [ g(o) o

Beweis:
Folgt unmittelbar aus der Definition. []




Satz (Substitutionsregel):
Sei f stetige Funktion auf dem Intervall J und ¢ stetig differenzierbar auf dem
Intervall I. Es gelte ¢(I) C J und die Umkehrfunktion ¢! existiere. Dann gilt:

MO ) (@) de = [ () dt, mitt=d(a),
2. [ f(a) da = [ F6E)(0) dt, mit @ = o).

Beweis:
Folgt aus der Kettenregel der Differentiation:

[F(g())]" = F'(9(x))g'(x)

mit F'(z) = f(z). O




Bemerkung (Partielle Integration):
Aus der Produktregel fiir die Differentiation folgt:

Fir zwei auf einem Intervall I stetig differenzierbare Funktionen f und g ist f - g
eine Stammfunktion von (f-¢g)' = f'g+ f¢’ und es gilt:

f(z)g(z) = / (f'(x)g(z) + f(x)g'(x)) dz, bzw.
/f’(x)g(il?) dr = f(x)g(aj) _/f(w)g'(x) de.

Satz (Substit
Sei f stetige
Intervall I. E:

L [ f(¢(a

Beweis:
Folgt aus der K

mit F'(z) = f(
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= F{glx))d (z)

Exkurs:
Polynome mit
reellen Koeffizienten

Satz (Nullstellenpaar):

i =" J i Satz (Quadratischer Faktor):
sS:il [I; (:)C eg‘ii::_:;zhepg:ﬁ:::"e":::;’ € d‘; ";Eiﬂ) -0 Das Produkt aus den Linearfaktoren (z — z;) und (z — ;) ist Polynom 2. Grades

mit ausschlieBlich reellen Koeffizienten
Dann ist @ € C ebenfalls m-fache Nullstelle.

(2]

Satz (Polynom-Zerlegung):
Sei p(z) = 37_gajz’, a; € R Polynom vom Grad n.
Dann ldsst sich p zerlegen in lineare und quadratische
Faktoren mit reellen Koeffizienten:
r s
plx) =an H(J: — )™ H 2 + pjz + q;)™,

k=1 i=

mit Sy my 2555,y = . )




ation:

= F{glx))d (z)

Exkurs:
Polynome mit
reellen Koeffizienten

Ziel: Polynome lassen sich leicht integrieren!

Satz (Nullstellenpaar): satz (@ .
. _n 5 . atz (Quadratischer Faktor):
Sei p(z) = 3j-a;2’ Polynom mit a; € R und Das Produkt aus den Linearfaktoren (z — z;) und (z — ) ist Polynom 2. Grades
sei o € C eine m-fache Nullstelle von p, d.h. p(a) = 0. mit ausschlieBlich reellen Koeffizienten
Dann ist @ € C ebenfalls m-fache Nullstelle. 2}

Satz (Polynom-Zerlegung):
Sei p(z) = 37_gajz’, a; € R Polynom vom Grad n.
Dann ldsst sich p zerlegen in lineare und quadratische
Faktoren mit reellen Koeffizienten:
r s
) = an [J (@ = 2e)™ [ (=* + pjz + g5)™,

k=1 i=1

mit Yy mi + 23y =n. o




Satz (Nullstellenpaar):

Sei p(z) = >."_, a;z? Polynom mit a; € R und Saf
. —J= Da
sei a € C eine m-fache Nullstelle von p, d.h. p(a)) = 0. it

Dann ist a € C ebenfalls m-fache Nullstelle.

1
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Satz (Nullstellenpaar):

Sei p(z) = Z?ZO ajz? Polynom mit a; € R und ?)21
sei a € C eine m-fache Nullstelle von p, d.h. p(a) = 0. it

Dann ist a € C ebenfalls m-fache Nullstelle.

1

Bemerkung: Fundamentalsatz der Algebra: p vom Grad n = p hat n Nullstellen
e Grad n ungerade: p hat mindestens eine reelle Nullstelle.

e Grad n gerade: r Anzahl reelle Nullstellen von p gerade (moglich: r = 0).

11.



Satz (Quadratischer Faktor):
Das Produkt aus den Linearfaktoren (z — z;) und (z — 2;) ist Polynom 2. Grades
mit ausschlieBlich reellen Koeffizienten.

12.



Satz (Polynom-Zerlegung):

Sei p(z) = > _;_oa;x’, a; € R Polynom vom Grad n.
Dann lasst sich p zerlegen in lineare und quadratische
Faktoren mit reellen Koeffizienten:

T S

p(x) = an [ [ (& — z)™ [ [ (&® + pjz + ¢;)™,

k=1 j=1

mit >,y mE+2) 0 n; =n. e

13.



Partialbruch-
zerlegung

Bomarkung (Gebrochen Rationale Funktion):
Eine rationale Funktion st entweder

o ganze rationale Funktion (Polynom), oder
o gebrochen rationale Funktion (Polynombruch):

Palz)

(@)

Dabei sind p, () und guu(x) Polynome n-ten bzw, m-ten Grades
(schreibe: deg(pa) = n baw. deg(gm) = m).

Gebrochen rationale Funktionen konnen echt (n < ) oder unecht (n > m) sein.

Satz (Reelle Partialbruchzerlegung)

Seien p(x) und gu(x) Polynome mit reclien Kosffizienten vom Grad 1 bzw. m,

Mit der Faktorenzerlegung von g(x) existiert fir das echt gebrochen rationale

Polynom r(z) = L2121 genau eine Zerlegung in Partialbriiche:

_pale) _ o, am 1,
e R ey R P
™ G3m,

an a4 @
+ + o
-z, (z-x,] [EEFAL

bz + e by + i,
Fipara U @ apr e
L bmrten 4 bz tom,
Fiprta (4 par + @)™
+
b1z + o

3 per+ae

Die Koeffizienten a5, b, & sind eindeutig bestimmt (und bestimmbar).

Bemerkung: Sei {2} gebrochen rational mit 1 = dog(pn) > deglgn) = m
Dann gibt s eindeutige Polynome s(x) und r(x), so dass
Palz) = slx)gm(z) +rix).
Dabe ist deg(r) < deg(gm) = m und deg(s) = n —m.
o Moglich: r(z) = 0. Dann teilt g pr und

"

= s(z).

o Falls () 7 0, dann | echt gebrochen rational

o

Erinnerung
xann in der Faktorenzeriegung dargestelt werden

14.



Bemerkung (Gebrochen Rationale Funktion):

. . g Bem
Eine rationale Funktion ist entweder

Dann

e ganze rationale Funktion (Polynom), oder

e gebrochen rationale Funktion (Polynombruch):

Dabe

pn(z)
Gm () °
Dabei sind p,,(x) und g, (z) Polynome n-ten bzw. m-ten Grades o

(schreibe: deg(pn) = n bzw. deg(gm) = m).

Gebrochen rationale Funktionen konnen echt (n < m) oder unecht (n > m) sein.

15.



-
Im (@
Dann gibt es eindeutige Polynome s(z) und r(x), so dass

Bemerkung: Sei gebrochen rational mit n = deg(pm) > deg(gm) = m.

Pn(2) = 8(2)gm(2) + ().
Dabei ist deg(r) < deg(gm) = m und deg(s) =n —m.

e Moglich: 7(z) = 0. Dann teilt ¢,, p,, und 52—((?) = s(z).

e Falls r(z) # 0, dann 5"(&)) = s(z)+ q:fzca):) mit q;fg) echt gebrochen rational.

ein. 4,

16.



Erinnerung;:
¢m kann in der Faktorenzerlegung dargestellt werden:

ag

p
gm(z) = an [ [ (& = z)™ [ [ («* + pjz + ¢))™,
k=1 j=1

mit > me+2> 7 nj = n, zx € R Nullstellen, 22 +pjr+q; = (z—w;)(z—w;)
mit w;, w; € C Nullstellenpaare.

17.



Satz (Reelle Partialbruchzerlegung):
Seien p,(z) und g (z) Polynome mit reellen Koeffizienten vom Grad n bzw. m,
n <m.

Mit der Faktorenzerlegung von g,,(x) existiert fiir das echt gebrochen rationale

Polynom r(z) = —5"(("::)) genau eine Zerlegung in Partialbriiche:
_ pn(T) _an ai2 A1m,
r@) = gm(z) T —11 + (x —x1)? et (x — )™
a2 a22 A2m,
+x—x2+(x—x2)2+ +(x—x2)m2
+
a a a
+ pl + p2 - 4t 2m, —
z—z, (z—=z) (z —zp)™e
b11£L‘ + C11 L blnliL' + Cin,
2 +pix+q (@2 +prz+q)™
b21x + C21 S b2n2.’13 + Con,
z? + pox + qo (22 + pox + q2)"2
+
balm + Col + banox + Cana
x? + Po + qo (:L'z + PoT + ch)n” .

Die Koeffizienten a;;, b;j, ¢;; sind eindeutig bestimmt (und bestimmbary).

Erinneru
qm kann

mit > 7 _

mit wj, 1

18.



Bemerkungen:
e Je Nullstelle/Nullstellenpaar existieren Vielfachheit-viele Partialbriiche
e Die Struktur der reellen/komplexen Partialbriiche ist offensichtlich

e Fir die Koeffizienten entsteht nach Multiplikation mit ¢, ()

pn(T) = bm_1(x), n<m-—1.

e Koeffizientenvergleich von p,, und b,,,_1 ergibt Gleichungssystem fur a, b, c.

5
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/l'(r)g(z) dz = f(x)g(x)

Integration der
Partialbriiche

e P der Parti Zur Stamm-
Bemerkung (Strategie fur die Parialbruchzeriegung): funktion einer echt gebrochen rationalen Funktion

1. Gegebenenfalls Polynomdivision um echt gebrochen rationale Funktion zu er-

halten Palz)
tm(z)
2. der Nullstellen des baw.  Zerlegung in lin-
eare/quadratische Faktoren reicht es nun, die folgenden Integrale zu bilden:

3. Ansatz fiir die Partialbriiche nach Satz. % 4r e brie
(=2 (% +pr +q)7
4, Bestimmung der Koeffizienten

2. Folt Line

fie /1= 1 durch Undormung und Substtution (Birwolll S. 149); 1. Fall:Lise

/ C e
E-me

durch Substitution ¢ = (x — ;)

/[zfe, r""_".“-

Fior 3> 1 echilt man (Birwolf . 1491 )

u—{ alnfx — ;| fiira=1,

In= aplglz—z,) % fira#1.

S Sy -
e RS U ko
wobeldas Integral reces it Wil dr Rekurscstormel

/ L ' ;4p .l\/‘ ir
L N R R e L R (R P R E N e

wnd
/ dr .2 mm( 24y )
EFrprre VP Vi@,

e wird

20.



Bemerkung (Strategie fiir die Partialbruchzerlegung):

1. Gegebenenfalls Polynomdivision um echt gebrochen rationale Funktion zu er-
halten.

2. Bestimmung der Nullstellen des Nennerpolynoms bzw. Zerlegung in lin-
eare/quadratische Faktoren.

3. Ansatz fur die Partialbriche nach Satz.

4. Bestimmung der Koeffizienten.

21.



Bemerkung (Methoden zur Bestimmung der Koeffizienten):
e Koeffizientenvergleich fuhrt auf eindeutig losbares Gleichungssystem.

e Grenzwertmethode: Streng genommen gilt p,,(z) = by, —1(z) nur fir
T # T1,T2,...,%,, SO dass

2233, Pel) = g b (2]

betrachtet wird. Im Beispiel wird der Grenzwert durch einsetzen von z = z;
bestimmt.

e Methode des Zuhaltens fur Linearfaktoren.

22.



Beobachtung (Integration der Partialbruchzerlegung): Zur Berechnung der Stamm-
funktion einer echt gebrochen rationalen Funktion

[ e

reicht es nun, die folgenden Integrale zu bilden:

a bxr + ¢
— d d d
/(:c—xj)a v /<w2+px+q>ﬂ !

23.



Beobachtung (Integration der Partialbruchzerlegung): Zur Berechnung der Stamm-
funktion einer echt gebrochen rationalen Funktion

[ ey

reicht es nun, die folgenden Integrale zu bilden:

a bxr + ¢
— d d d
/(:c—wm v /<m2+px+q)ﬁ !

Betrachte beide Integraltypen getrennt.

24,



1. Fall:Lose

durch Substitution ¢ = (z — z;):

a B 1 . [ aln|z— x| fur a =1,
/(x—xj)a dx—a/t—adt_{ a—(z — ;)" fira # 1.

11—«

25.



2. Fall:Lose

br + ¢
dr =: 1
/(az2+px+q>ﬂ ro

fir 8 =1 durch Umformung und Substitution (Barwolff S. 149):

b c—pd z+ 5
Ip = Eln(:v2+px+q)+7p22arctan (2> +C.
¢- 7

Fiir 8 > 1 erhalt man (Barwolff S. 149f.):

Ip=— b +(c—@)/ de
B (B —1)(a2 + pz + ¢)PT 2 (22 + pz + q)P’

wobei das Integral rechts mit Hilfe der Rekursionsformel

/ dz B 1 2z +p 2(28 - 3) / dx
(22 +pz+q)f  (B—1)(4g—p?) (22 +pr+q)PF1 (B—1)(4g—p?) ) (a2 +pz+q)P-!

und

/ dz = 2 arctan ﬂ
(:v2+pw+q) 4q — p? \/4q — p?

gelost wird.

26.



Erinnerung:
Integrationsregeln

Exkurs:
Polynome mit
reellen Koeffizienten

Integration der
Partialbriiche

Ziel: Polynome lassen sich leicht integrieren!

Anaiysis 1

Partialbruch-
zerlegung

27.



