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Losungen zu Blatt 7
Aufgabe 25:

Gegeben sei die Funktion  f : [-1/2,1/2] = IR mit f(z) =1—2|z|.

a) Man zeichne die 1-periodische direkte Fortsetzung der Funktion f .

b) Man berechne die Fourier-Reihe dieser 1-periodischen Fortsetzung.

¢) Man zeichne die Partialsummen Sp(z),...,S5(z) der berechneten Fourierrei-
he.
d) Man zeige mit Hilfe von b) die Identitiit i ! G
an zeige mit Hilfe von ie Identité —_— =
& —~(2n—1)° 8
Losung:

-1 1 2

Bild 25 a):  1-periodische direkte Fortsetzung der Funktion f
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b) Da f gerade ist
0<x<1/2: f(x)=1=-2Jz|=1-2|—z|= f(—2),

gilt by, =0.
Mit den Bezeichnungen des Skriptes ist T'=1 = w =27/T =27

T/2 1/2
4
aozf/f(a:)dx:4/1—23:0[33:4(:5—332)(1)/2: 1
0 0

1/2
agp>1 = 4/ (1 — 2x) cos(2kmz) dx
0

1/2
(1 — 2z)sin(2kmx) V2o / ,
—4 il 2
Sy ) + Sy sin(2kmx) dx
0
—4 kE =2 1
_ 8cos(2kma) 1/2 A=D1 ) (k)2 -
(2km)2 |, (km)? B
0 k gerade
Damit lautet die Fourier-Reihe — Fy(z) = 1 + hd i cos((2n — 1)2mz)
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Bild 25 c): Partialsummen Sy(z),...,S5(x)

d) Da f stiickweise C'-Funktion und stetigin z = 0 ist, konvergiert die Fourier-
Reihe dort gegen f. Es gilt also

2

L= JO=F0 =3+ 53 5 = g s

n=1
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Aufgabe 26:
Gegeben sei die 47 -periodische direkte Fortsetzung der Funktion f mit
0 , 2r<x<0 |
(x—m?—72 , 0<x<2rm
a) Man zeichne die 4m -periodische direkte Fortsetzung der Funktion im Intervall
[—4m, 67].

b) Man berechne die zugehorige Fourier-Reihe.

¢) Man zeichne die Partialsummen Sp(z),...,S3(z) der berechneten Fourierrei-
he.
d) Mit Hilfe von b) zei die Identitiit i L_
it Hilfe von b) zeige man die Identitd —=—.
& 2452 " 6
Losung:
a) — 1 O — 5 = a1 O 1 s

Bild 26 a):  4x-periodische direkte Fortsetzung der Funktion f

b) Mit den Bezeichnungen des Skriptes ist T'=4r = w=27/T =1/2

T/2 2 27

2 1 1 9 9
a = / f(z) de = o / f(z) de = o /(a: ) — 7" dx
—T/2 “or 0
_ )3 2 3 3 2
R Gl M O | S (P W S DO
2r \ 3 ., 2r\3 3 3
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ag>1 f(z) cos(kx/2)dx
;2/7;

o [ (@ =ny
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— 72) cos(kx/2)dx

8(x — ) cos(kx/2)

— %) sin(kx/2)
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k
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0 k ungerade

1 (2((33 — )2

16 sin(kx/2)
B

A((=DF+1)

k2 8

12 k gerade

bi>1

/ f(z)sin(kx/2)dx

—27
2

/((ac —7)? — %) sin(kx/2)dx

k2

8(z — ) sin(kxz/2)
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Damit lautet die Fourier-Reihe

£ o0

k=1

> w

k:l

cos (kx) — —
T

Fy(z)

ZE_
3

— %) cos(kx/2) N

k gerade

k2

k ungerade

2k: e sin((2k — 1)z/2) .
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— 1 O

Bild 26 c): Partialsummen Sy(z),...,S3(x)

d) Da f stiickweise C'-Funktion und stetig in z = 0 ist, konvergiert die Fourier-
Reihe dort gegen f. Es gilt also

8

0= £(0) = Fy(0) =~ +8
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Aufgabe 27:

Gegeben sei die Funktion

2, 0<z<1,
-

0, 1<x<4

a) Man zeichne die 4-periodische Fortsetzung der Funktion f im Intervall [—4.5,5.5].

b) Man berechne die komplexe Fourier-Reihe der 4-periodischen Fortsetzung

von f.
¢) Man gebe die reellen Fourier-Koeffizienten dieser Fourier-Reihe an.

d) Man zeichne die Partialsumme Syo(x) der berechneten Fourier-Reihe.

Losung:

a)

L s s s L s s s s s s L s s s L s s Cx
-4 -2 - 2 4

Bild 27 a): 4-periodischen Fortsetzung von f

2
b) Mit den Bezeichnungen des Skriptesist 7T =4 = w= % = g .
T 4 1
1 1 1 1
%:?/f(x)dx:é—l/f(x)dxzz/ 2dx=§
0 0 0
Fir k#0

T 1
1 . 1 . 1
- R 2 —ikmx/2 dr = — —ikmx/2
Vi T/ f(x)e x 4/ e x 7t
0

0

= % (1- e_ik”ﬂ) = kz_w (6_“”/2 -1) = é <cos (k%r) —1—isin

- ikwx 1 - i —ikm ikmx
= Ff<x)=k§_joovke'f =5+ gj (e 1) gt/
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c) ap =27y =1
Fiir k # 0 gilt

ik gy = L RN 1 fisin (F7
Vg = ]m(e 1) = (cos<2> 1—{—zsm<2>).

Damit erhalt man:
ag>1 = Y+ Y-k

und
bis1 = (Y — V-k)

Wir bestétigen dieses Ergebnis, indem wir die reellen Koeffizienten zur Kon-
trolle direkt berechnen:

aozi/f /f /Qdm_l

T
ap>1 = %/ f(x) cos (kwz) dr =
0

~

T 1
2 : 1 . (krx
bp>1 = ?/ f(x)sin (kwz) dr = 5/ 2sin (T) dx
0 0
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d) Mit dem Mathematica Befehl

Plot[1/2 + 2 Sum[( Sin[k*Pi/2]*Cos [kxPi*x/2]
- (Cos[k*Pi/2] - 1)*Sin[k*Pi*x/2] )/k,
{k, 1, 40}1/Pi, {x, -6, 6}, PlotRange -> {-0.5, 2.5},
AxesLabel -> {"x", "y"}]

erhalt man

—0.5 =

Bild 27 c): Partialsumme Sy(z)
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Aufgabe 28:
Von der Funktion cos(x) erinnert man nur die Stiitzstellen
i | -m/2 0 m/2
cos(z;) . 0 1 0.

a) Man gebe die Lagrange-Darstellung des Interpolationspolynoms ps(x) an.

b) Man berechne die Newtonsche Darstellung von py(x) mit Hilfe des Schemas
der dividierten Differenzen.

¢) Man berechne po(m/5) als Naherungswert fir cos(n/5) sowie den Fehler
| cos(m/5) — pa2(7/5)| und zeichne cos(x) und py(x) im Intervall [—7/2,7/2].

d) Nun erinnert man sich noch, dass cos(7/4) = 1/v/2 gilt. Mit dieser Informa-
tion berechne man ps(z) und ps(7/5) als Ndherungswert fiir cos(m/5) sowie
den Fehler |cos(m/5) — p3(m/5)| und zeichne cos(z) und ps(z) im Intervall

[—7/2,7/2].
Losung:

a) Die Lagrange-Darstellung des Polynoms lautet:

w-0(-5)  (r5)(e-3)  @-0(r+])

B R IC TH  CR GRDN R

b) Aus dem Schema der dividierten Differenzen erhilt man die Koeffizienten der
Newtonschen Darstellung des Interpolationspolynoms:

—/2 | [0]

0 | 1 [2/7~0.636620

+1- +0-

7/2 | 0 —2/7 | —4/n? ~ —0.405285
= pw = (e43) -5 (4 3)
P2\ _ﬂ' Xz ) 7T2 Xz 5 x

c) pz(?r/5)=g(z+z>—i(er)g:g:o.m

T \5 2 2

1++v5 21

~ 0.03098300563 .
4 25

| cos(m/5) = pa(m/5)| =
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-1 0.5 :
—0.2t
Bild 28.1 cos(z) und pa(z), 7/5~0.628

d) An das Schema der dividierten Differenzen aus b) wird fiir p3 nur eine Zeile

angehéngt
—m/2 0]
0 1 2/m
/2 0 —2/m —4/7?
/4 | 1/V2 —2v2/7 (8 —8/2)/7? | (48 — 32v/2)/(37%) ~ 0.029512

48 — 32¢/2 s T
> ) =p) - = (e 5) e (o= 3)
Die Lagrange-Darstellung von ps kann nicht durch Anhéngen eines Summan-
den in p3 iiberfithrt werden. Es dndern sich dann alle Terme.
48 —32V/2 /m  w\T /T T
—s— |- *+3 — — — ) = 0.8015676759.
33 ( 5 2 ) ( 5 2 )

ps(/5) = pal/5) + g

| cos(m/5) — p3(m/5)| ~ |0.8090169944 — 0.8015676759| ~ 0.007449318432 .

1.5 -1 -o0.s ,
—-0.2 L
Bild 28.2 cos(x) und ps3(z), 7/4~0.785, w/5~0.628

Besprechungstermine: 7.7.-9.7.21



