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Losungen zu Blatt 3
Aufgabe 9:

Man berechne die folgenden Integrale

2 5 6022 + 332 — 2
a) /3x—4dx’ b) /—(9x+1)3dx, c)/ " dz ,

50 8w 8r — 2
_ f ——dx.
d) /x2+25dx’ °) /x2—|—1dm’ ) /w2—2x+2d$

Losung:

a) Substitution: t=3x—-4 — dt=3dx

2 2 1 2 2
de=2 [ Zdt=Zmt|+C= 1|30 —4
/3$_4 T 3/t 3n||—|—C 3n|3x |4+ C

b) Substitution: t=9z+1 — dt=9dx

5
ot = ——t2 C—-— > __ ¢
/(91‘—1—1 / i 1809z + 12 T



Analysis II, J.Behrens/K.Rothe, SoSe 2021, Blatt 3 2

¢) Polynomdivision:

10
(602% + 33z —2) : (hx +4) = 12z — 3+ e d
— (6022 + 48x)
—15z -2
—(—15z —12)
10

/ 6022 + 332 — 2
dx

dr = 120 — 3
or + 4 v / v *

S5r+4
Substitution: t=5x+4 — dt=5dx

10 (1
= 63:2—333—1—3 / EdHC = 62°—3r+2In[t|+C = 62> —3z+21n |50 +4|+C

50 2
Q [ -2 de= | — 2y
)/x2+25 . /(x/5)2+1 v

Substitution: ¢ = % — dx=5dt

10
— / Bl dt = 10 arctan(t) + C' = 10 arctan (g) LC

e) Substitution: t=2?+1 — dt =2z dx

8 4-2 4
/ v dx:/ md:c:/—dt:41n\t|—|—C’:4ln|x2+1|+C
2 +1 2 +1 t

8r — 2 420 —2)+6
S i Y e ) I
)/x2—2x+2dx / (x—1)2+4+1 da
2(z — 1) 1
g 22y 4
/(x—1)2+1 “6/@:—1)%1 !

Substitution: t=z—-1 — dt=dzx

2t 1
=4 dt dt
/t2+1 +6/zf2+1

Substitution: w=1t>+1 — du = 2tdt

1
:4/ — du+ 6arctant = 41In|u| + 6arctant + C
u

=4In|t? + 1|+ 6arctan(x — 1)+ C = 4In|2* — 22 + 2|+ 6arctan(z — 1) + C
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Aufgabe 10:

Man berechne folgende Integrale ggf. unter Verwendung der Partialbruchzerlegungs-
methode

3z
2) /2x2—2x—12dx’

203 + 922 — 9z + 4
b) 5
z?+4x —5

dx |

) / 2z + 11 dr
c :
(2% 4 10z + 26)?

Losung:

a) Nennerfaktorisierung:  22% — 2z — 12 =2(2? —x — 6) = 2(z + 2)(z — 3)

N 3x 3 T 3 T
202 —2r—12 2 \a2—2-6) 2 \(z+2)(z—3)

Partialbruchzerlegungsansatz:

x A B Alx—3)+ B(r +2)
(x+2)(x—3)_x+2+x—3_ (x +2)(z —3)

= x=Ax-3)+ Bz +2)

Nennernullstellen einsetzen:

2
r=-2 = -2=A(-2-3)+B(-2+4+2)=-54 = A:g

3
r=3 = 3=AB3-3)+BB3+2)=58 = B=:

N / 3T d 3/2 1 +3 1 d
——dz = - [ = = x
222 — 2z — 12 2 Sr+2 Sx-—3

2
<gln]x+2]+gln\x—3\) +C

N Lo
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b) Polynomdivision

-3z +9
(223 + 922 — 9z + 4) :(x2+4x—5):2x+1+m
—(22% + 82* — 10x)
4+ x+4
—(2* + 4z — 5)
—3r+9

Nennerfaktorisierung: 2 + 4z — 5= (z — 1)(x + 5)
Partialbruchzerlegungsansatz:

-3z+9 A N B Alx+5)+B(r—1)
22 +4r -5 x—1 z+5  (z—1)(z+5)

= —32+9 = A(x+5)+B(z—1)

Berechnung von A und B iiber einen Koeffizientenvergleich von
—3rx+9=A(x+5 +Blx—-1)=(A+B)x+5A—-B

9=5A-B = B=5A-9
—3=A+B=A+5A-9=64A-9
= 6A=6 = A=1 = DB=-4

alternativ:

Berechnung von A und B durch Einsetzen von x-Werten, vorzugsweise der
Nennernullstellen in die Gleichung —3z +9 = A(x +5) + B(z — 1)

r=1 = -3+9=A1+45)+B(1-1) = A=1
r=-5 = —3(-5)+9=A(-5+5)+B(-5—1)=—6B = B=—4

20% + 922 — 9z + 4 1 4
dr = 2 1 — d
/ x24+4r —5 o /:zr—l— +x—1 x+5 v

= 22+z+hn|r—1—4lnjz+5/+C

c¢) Dieses Integral wird iiber die Rekursionsformel mit ¢ = 2 berechnet

/ 2 + 11 / 2z + 10 n 1 J
r = X
(% + 102 + 26 (@+52+1)° " (@+57+17

1 1 1 z+5
T Twrsrt1 212 ((3_2'2)/ (a:+5)2+1d"”_(x+5)2+1>+0

T+ 3

1
5 (arctan(x + 5) + m) +C
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Aufgabe 11:

Man berechne unter Verwendung der Partialbruchzerlegungsmethode

/ —172% + 822 4+ 67z — 8
T .
x4 — 203 — 222 + 62+ 5

Loésung:
Raten der Nennernullstelle z = —1 (Teiler der Konstanten 5) und Polynomdivision:

(2* —22% — 222+ 62+5): (v +1) =23 - 322+ 2 +5
—(z* + 2?)
—32% — 22?2 + 62 +5
— (=323 — 32?)
2 4 62 + 5

—(z* + )
or +5

—(5z +5)
0

Erneutes Raten der Nullstelle = —1 (Teiler der Konstanten 5) und Polynomdivi-
sion:
(23 =322+ 2 +5): (x+1) =242 +5
— (2 + 2%)
—dx® +x+5
—(—4a2?* — 4x)
2T + 5
—(5z +5)
0

Damit lautet die Nennerfaktorisierung:

gt —22° - 22+ 6+ 5= (v +1)*(2* — 4o +5) = (x +1)*((x - 2)* + 1)

/ —1723 + 822 4+ 67x — 8 / —172% + 822 4+ 67z — 8 J
— T

xt— 223 — 222 + 62+ 5 (x 4+ 1)%(x%? — 4z + 5)

Partialbruchzerlegungsansatz:

—17x3+8x2+67x—8_ A n B N Cx+ D
(z+ 1222 —42+5) 2z+1 (2+1)2 (z—2)24+1

—172° +82* + 67z —8 = A(z+ 1)((z — 2)* + 1) + B((z —2)*+ 1) + (Cx + D) (z + 1)*
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Koeffizienten iiber Einsetzen verschiedener z-Werte berechnen:

Berechnung von B:

x=-1: 17+8—-67—8=B((-3)2+1) = B=-5

Berechnung von A:

Ableiten

—512% + 162 + 67

=A((x—-22*+1)-5-2(x —2)+ (z + 1)[2A(z — 2) + C(z + 1) + 2(Cx + D)]
r=—1:

0=—51—16+67=A((-3)2+1)—10(-1-2) = A=-3

Berechnung von C' und D durch Einsetzen geeigneter x Werte:

r=0:
—8=A0+1)((0-2*+1)+B((0—-2)*+1)+ (C-0+ D)(0+1)?
= -3.5-5-5+4D = D=32

r=1:

50 = —17+ 8 4+ 67 — 8

= A1+ 1)1 =22 +1)+B((1-2)2+1)+ (C+ D)(1+1)?

= -3.4-5-24+4C+32) = C=-14

Damit kann das Integral mittels Partialbruchzerlegung berechnet werden

/ —172% + 822 4+ 67z — 8
dx
x4 — 223 — 222 + 62+ 5

_/ 3 5 e+ 32
B r+1 (z+1)2 (z—-2)2+1

5
:—31n\3:+1\+—+/
z+1

—14(x —2)+4
(x—2)2+1

dx

5
= —3ln|zr+ 1|+ o] —7In|(z —2)* 4+ 1| + 4arctan(x — 2) + K
T
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Aufgabe 12:
Gegeben sei die Funktion f:[2,3] — IR mit f(z) =10 — 3z.

a) Man berechne fiir die dquidistante Zerlegung

1,2
Zn_{2,2+—,2+—,~~ ,3}
n n

des Intervalls I = [2,3] Unter- und Obersumme zu f .

b) Man weise die Integrierbarkeit von f nach.

3
¢) Man berechne / 10 — 3z dx iiber den Hauptsatz.
2

Losung:
a) Mit l’¢:2+£ fir +=0,1,...,n erhilt man
n

n—1

Up(Zn) = Zinff([wi»$i+1])($i+1—%)

=0
n—1 . .
Z 1 1
n n n
=0
1 i+1
= - (10 —6—3 )
n 0 n

1y BnnDY 58
n n 2 2 2n
n—1
Op(Zy) = Y sup f([ws, xis]) (w1 — 1)
i=0

3

2n

n—1 . .
- 2 (020 )) (o= (24)
, n n
=0
n—1 .
_ ! <4_3i) :l(4n_§u> :§
n < n n n 2 2
b) f ist integrierbar, denn f ist stetig. Der Wert des Integrals ergibt sich durch
. 5 3 5 . 5 3
Jim O = Jim (G5 ) =5 = i (5 5) = hm vz
3

2
) /10—3xd:c: <10:c—3%)

2




Analysis 11, J.Behrens/K.Rothe, SoSe 2021, Blatt 3 8

Fragen zur Vorlesung:

Fiir die numerische Integration bestimmter Integrale I(f) = fab f(x) dr werden
sogenannte Quadraturformeln verwendet. Diese Verfahren haben die Form

~

L(f) = (b—a) > Mef (),

wobei A\; Gewichte und x Stiitzstellen genannt werden. Die Approximationsgiite
dieser Ndherungen wird mit Hilfe von Polynomen definiert. Man sagt, dass die Qua-
draturformel von der Ordnung p ist, wenn sie ein Polynom vom Grad p exakt
integriert. Wir wollen uns hier auf Quadraturformeln der Ordnung 0 und 1 be-
schranken.

a) (Eigenschaft der Gewichte) Eine wichtige Eigenschaft der Quadratur ist, dass
sie das konstante Polynom py(z) =1 exakt integriert. Welche Eigenschaft an
die Gewichte muss die Quadratur erfiillen?

b) (Positivitiat) Eine weitere wichtige Eigenschaft der Integration, die auch von
der numerischen Approximation erfiillt werden soll, ist die Positivitatserhal-
tung: Falls f(z) > 0, fiir « € [a,b],sogilt I(f) > 0. Unter welcher Bedingung
an die Gewichte gilt diese Eigenschaft auch fiir I,,(f)?

¢) (Konsistenz) Man nennt eine Quadraturformel konsistent, wenn p > 1. Zei-
gen Sie, dass schon fiir n = 0 bei geeigneter Wahl von Ay und xy eine kon-
sistente Quadraturformel fiir Polynome vom Grad 1 gefunden werden kann.
Hinweis: Verwenden Sie den Mittelwertsatz.

Losung:

a) Esgilt: I(pg) = fab dx = b—a . Wir miissen also erreichen, dass I,(po) = b—a.
Also folgt:

> Aepo(r) =1
k=0

k=0

Die Quadraturformel fir \g = A\ =
entspricht der Trapezregel.

% st fir lineare Polynome exakt und

b) Falls gelten soll I,,(f) >0 fiir f(z) >0 (z € [a,b]), so muss also

Z)\kf(xk) é 0 wobei f(zg) > 0.
k=0

& Ak 0 Vk.

v
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¢) Nach dem Mittelwertsatz gilt:

| 1)tz = )6 - )

fiir f:[a,b[— R stetig und § €]a,b[. Da lineare Polynome stetig sind, sind
die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes erfiillt. Damit ist Io(f) exakt fir
A =1und xg=¢.

Bemerkung: In diesem Fuall kénnte man & sogar explizit angeben mit & = I’JFT“

b 2
T

d:—
/axx 2

b

a

Besprechungstermine: 5.5. - 7.5.21



