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Fourier-Reihen

Definition:

Eine Funktion f : IR — IR (bzw. C) heifit periodisch mit der
Periode T > 0, falls

fit+T) = f(t)

fur alle £ € IR gilt. Das kleinste 1" heifst Minimalperiode.

Beispiel:
Das trigonometrische Funktionssystem
1, sin(kt) , cos(kt)

fiur alle £ € IN besitzt die Minimalperiode T" = 2.

Bemerkungen:

) Setat SN om -t
a etzZl Mman = — Xr = —
oy T’

so ldsst sich eine T-periodische Funktion f(¢) in eine
27-periodische Funktion f(z) und umrechnen

oder umgekehrt durch:
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b) Fiir eine T-periodische und integrierbare Funktion g(t)
mit a € R gilt:

2
Fiir a:—T/Q,w::% und

g(t) = f(t)cos(kwt) gilt z.B.

T T/2
/f(t) cos(kwt) dt = / f(t) cos(kwt) dt .
0 —T/2

Definition:
Eine Funktion f : [a,b] — R mit ¢t — f(?)
heifit stiickweise stetig bzw.

stiickweise stetig differenzierbar
(oder auch stiickweise glatt),

falls f stetig bzw. stetig differenzierbar ist,
bis auf endlich viele Stellen t; € |a,b], i =1,...,n,

an denen jedoch einseitige Grenzwerte f(t; +0) und f(¢; — 0)
bzw. f'(t; + 0) und f'(t; — 0) existieren.
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Definition:
Sei f: IR — IR (bzw. C) eine stiickweise stetige und
T'-periodische Funktion.

2
Mit w = % heif3t

_|_

Mg

50 ay. cos (kwt) 4 by sin (kwt)]
k=1

Fourier-Reihe von f.

Die Koefhizienten

f(t)cos (kwt) dt, k€ Ny

| o

f(t)sin (kwt) dt, ke IN

~| o

S — T T—

heiflen Fourierkoeffizienten von f

in Sinus-, Kosinus Darstellung.

4
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Konvergenzsatz:

Gegeben sei eine stlickweise stetig differenzierbare und T-
periodische Funktion f. Dann gilt:

a) Die Fourierreihe Fy konvergiert punktweise fiir alle ¢ € IR

ft+0)+ f(t—0)
5 .

mit

Fy(t) =

b) Ist f stetig in [a, b], dann konvergiert F
dort gleichmafig gegen f.

Eindeutigkeitssatz:

Gegeben seien zwel stlickweise stetige und

T-periodische Funktionen f und ¢

mit den gleichen Fourierkoeffizienten.

Erfilllen f und g fir alle t € IR die Mittelwerteigenschaft
ft+0)+ f(E—0)

it) = : ,

dann sind f und g identisch.
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T'-Periodische Fortsetzungen:

Ist eine Funktion g nur auf dem Intervall [0, 7] oder [0,7/2]
durch t +— g(t) erklart, so kann sie T-periodisch durch eine
Funktion f auf IR fortgesetzt werden.

Folgende Fortsetzungsmoglichkeiten werden oft verwendet:

a) Direkte Fortsetzung
Gegeben ¢ : [0,T] — IR.

Die direkte T-periodische Fortsetzung wird durch folgende
Funktionswertzuweisung festgelegt:

f(t):=gt—nT) fir nT<t<n+1)T, neZ.

b) Gegeben g : [0,7/2] — R.

(i) Gerade Fortsetzung
g wird fur t € [=T/2,0[ durch g(t) := g(—t) zunéchst
zu einer geraden Funktion erweitert.

(ii) Ungerade Fortsetzung
g wird fiir t € [=T'/2,0[ durch g(t) := —g(—t) zunachst
zu einer ungeraden Funktion erweitert.

Die T-periodische Fortsetzung

wird dann wie in a) durchgefiithrt durch

(2n — 1)T (2n + 1)T

ft) = glt—nT) fix ————<t< T nelZ

— 2



Analysis II, K. Rothe, SoSe 2021, Hoérsaaliibung 7 (Beispielaufgaben 25-28)

Satz:

Fiir eine stiickweise stetige und T-periodische Funktion f gilt:

a) f gerade
T/2
4
=  ap = ?/ f(t)cos (kwt) dt, by =0,
0

b) f ungerade

T/2
4
= a; =0, b= f/ f(t)sin (kwt) dt,
0

7
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Aufgabe 25:
Gegeben sei die Funktion

a) Man zeichne die Funktion f

Bild 25 a) f(z)

8
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b) Man berechne die Fourier-Reihe der 4-periodischen direkten
Fortsetzung von f.

Da f ungerade ist
0<x<2: —f(r)=—-22-2)=(-2)2+(-2)) = f(-2x),

gilt ap = 0.

Mit den Bezeichnungen des Skriptes ist
T=4= w=2n/T=mn/2

2
bp>1 = %/ f(x)sin (kWTx> dr = /x(2—x)sin (?) dx
0 0

2\° . [krzx
bi>1 = 2(1— 1) <E) sin (%)

Damit lautet die Fourier-Reihe

Ff(x):% = ﬁm ((zn—l)m;> |

n=1
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¢) Man zeichne S, (x) und die Fehlerfunktionen f(z) — S, (x)
fir m = 1,3,5, wobei S,,(z) die m-te Partialsumme der
Fourier-Reihe darstellt.

0.5

-1 L 1 3

0.5

Bild 25 ¢) (i) Sp(z) firm=1,3,5

Bild 25 ¢) (ii) f(x)— Su(z) firm=1,3,5
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d) Man zeige mit Hilfe von b) die Identitét

0 3

7

(_Dn—l ™
2n—1)3  32°

n=1

Da f stiickweise C'-Funktion und stetig in = 1 ist,
konvergiert die Fourier-Reihe dort gegen f.

Es gilt also

32 — 1 ((@n—1Dr
1= f(1) = F(1) = = 2 msm (T)
32 o (—1)"!
73 L= (2n — 1)3
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Aufgabe 26:

Gegeben sei die 2m-periodische direkte Fortsetzung der Funktion

f mit
B —sinx , —T7
flz) = )

IA
IA

<0,

0 : <z

IA

.

a) Man zeichne die direkte Fortsetung im Intervall [—m, 47].

~ 2.5 2.5 5 7.5 10 12.5

Bild 26 a) 2m-periodische direkte Fortsetzung der Funktion f
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b) Man berechne die zugehorige Fourier-Reihe.

Mit den Bezeichnungen des Skriptes ist

T=2r = w=1.

0 2
T

T —T

0
1 1 1
aoz—/f(x)dx:—/—Sinxdx:—cosaj
m

ag>1 =

0
1
/f(a:)cos (kx) dr = —/—sma:cos kx) dx
T

0
1 sin x sin(kx) 1/
= —— — cos x sin(kx) d
T k
1 k)0 1/
= —cosxkcos( ?) - E/ sin z cos(kx) dx
1 aj

(=1 — cos(km)) + —

k2 k2

Uber a; kann nach dieser Rechnung nichts ausgesagt werden.
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0 k=2n—1 (ungerade)
1+ (=1)*
Up>2 = ——F5——v =
- m(k? —1) 2
— k=2 d
7k — 1)k + 1) n (gerade)
0
1 . . 0
a; = —/ —sinzcosxdr = —— (81112:13)| =0
s 2T o
—T

s 0
1 1
bi>1 = — / f(x)sin(kz) d — / —sinzsin(kx) dx
m 7T
;T i ko)) 1
= — _smxc}ss( z) +E/ cos z cos(kx) dx
1 in(kx)|” 1 0 b
= - COSQES];M z) 7T+E/ sinzsin(kz) dr | = k_l;

= by>o = 0, 1ber b; kann nach dieser Rechnung nichts
ausgesagt werden.

by =

0
1 - | | .
— —sinxsinxrdr = ——— (x—smxcosx)\_ﬂ -
7 21 2
—7r

Damit lautet die Fourier-Reihe

I 1 2 1
Fi(r) =—— =sinz — — Z on—1 cos(2nx)

T 2 T
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¢) Man zeichne die Partialsummen Sy(x), ..., S3(z)
der berechneten Fourierreihe.

v
1t
o) 8;
O.6;
o Ll
/ o.
—2.5

Bild 26 c¢): Partialsummen Sy(x), ..., S3(x)

d) Mit Hilfe von b) zeige man die Identitét
1

- 1
z;@n—D@n+D_Q'

Da f stiickweise C'-Funktion und stetig in * = 0 ist,
konvergiert die Fourier-Reihe dort gegen f.

Es gilt also

1 2 &
0=f(0)=F;(0) ===
1(0) (0 T m n:1 (2n — 1)( 2n+1)

= 1
= = —
Z 2n — 1)( 2n+1) 2

n:1
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komplexe Darstellung der Fourier-Reihe von f

Mit e = cos (kwt) +isin (kwt) und den Koeffizienten 7, € C
erhalt man

00 00
Z /ykeikwt = v+ Z /ykeikwt n Z ,Y_ke—ikwt
k=1

k=1

= v+ Z vk (cos (kwt) + i sin (kwt))

k=1
+ Z Y-k (cos (—kwt) + i sin (—kwt))
k=1
= Y+ Z(’yk + v_r) cos (kwt) + (i, — iy_g) sin (kwt)
k=1
= Fy(t)

v heilen Fourierkoeffizienten von f

in Exponentialfunktionsdarstellung.

Es gelten folgende Umrechnungen und Beziehungen

a) (i) ap=2v, ar="v+v-k, br=1i(ye—7-r), k€N
— b b

@7 :ak Z k? :ak+z k? kEN?

2 2 2

(i) v = Vi Yk

T
1 |
b) v = T/ fye ™t at, kel
0

c) Ist f reellwertig, dann sind ay und by, reell

und es gilt v = 7.
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Aufgabe 27:
Gegeben sei die Funktion

0, 0<zx<m,

flx) =

1, n <o <3

a) Man zeichne die 3m-periodische Fortsetzung der Funktion f.

20

10+

05+

o e e ey
-5 L 5 10 15 20

Bild 27 a): 3m-periodischen Fortsetzung von f
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b) Man berechne die komplexe Fourier-Reihe

der 3m-periodischen Fortsetzung von f.

Mit den Bezeichnungen des Skriptes ist

20 2
T=3 = = — = —,
" Y T30 73
! T ! 3 ! 3 5
T
= dr = — dr = — [ 1de =25 =
T T/ﬂx)x Bw/f(x)x 37 v 37
0 0 T
Fur k #£ 0
T
. 1 f( ) —i/{;wxd
Ve = i xre T
0
3T 3
_ i o~ i2kz/3 dac:—,l o i2kz/3
37 12k -

™

1 , ) .
_ 1 — —22k7r/3> _ (1 _ —z2k7r/3)
P2k ( ‘ okr \ €

_ L 1 — 2]{_7‘(' _|_" 2]{7_7-‘- _
= Sy COS 3 751N 3 = Yk

= Fplz)= ) pe™

k=—o00

18
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c) Man gebe die reellen Fourier-Koeffizienten dieser Fourier-

Reihe an.

4

CLOIQ")/O:g

Fir k # 0 gilt

- v _z‘2k7r/3>:_L B 2km\ .. (2km
V_k Y (1 e Y (1 cos( 3 1 sin 3 :

Damit erhalt man:

ap>1 = Ve + V—k

Y R (L N
= 5 CoS 3 7 sin 3
1 2k o 2km
—— (1 —cos| — | —2sin| —
iz (1= () o (557))
B 1 [(2kn
 kn S 3
bi=1 = (M —v-&)
=9 L 1 — cos %—W + 72 s1n %—W
— " Okr 3 )7 3
+L 1 — cos %—W — 728in %—W
ke 3 ' 3
1 2k |
= — (cos| — | —
kT 3
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Wir bestatigen dieses Ergebnis, indem wir die reellen Koef-
fizienten zur Kontrolle direkt berechnen:

3T 3T

T
2 2 2 4
== — = — = — 1 _— —
ag T/ f(z) dx 37r/ f(z) dx o dx 3
0 0 T

3

T
2 2 2kx
ap>1 = T/ f(x)cos (kwz) dx = 5 [ cos <7) dx
0

™

1 (2w
= ——sin
- kT 3

3T

T
2 : 2 . [ 2kx
bp>1 = T/ f(z)sin (kwzx) de = 3 [ sin (?) dx
0

T

_ L 2kmy
ﬂ_kﬂ' COS 3
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d) Man zeichne die Partialsumme Sso(x) der berechneten
Fourier-Reihe.

Mit dem Mathematica Befehl

Plot[2/3 + Sum[(-Sin[2*k*Pi/3]*Cos [2¥k*x/3]
+ (Cos[2*k*Pi/3] - 1)* Sin[2xk*x/3] )/k,
{k, 1, 30}1/Pi, {x, -12, 15},

PlotRange -> {-0.2, 1.2}, AxesLabel -> {"x", "y"}]

erhalt man

-t

0.8}
0.6

04

02

-0.2 -

Bild 27 c¢): Partialsumme Ss(x)
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Polynom-Interpolation

Definition:

Ein Polynom n-ten Grades

P,(x) = ag + a1x + asx® + - - + apa”

dass die Stiitzstellen (x;,y;) miti =0,1,...,n
interpoliert, d.h. es gilt

yfi:Pn(LCi), i:O,l,...,n,

wird als Interpolationspolynom bezeichnet.

Satz: Existenz und Eindeutigkeit

Zu beliebigen n + 1 Stiitzstellen (z;,y;) mit i =0,1,....n
und paarweise verschiedenen Knoten z;,

d.h. es gilt z; # x; fur ¢ # 7,

gibt es genau ein Interpolationspolynom

n-ten Grades P, fiir das gilt

y; = Py(x;), 1=0,1,...,n.
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Darstellungen des Interpolationspolynoms

Lagrange-Polynome:

Lagrange-Darstellung: P,(z) = Z ypLi(x)
k=0

Newtonsche Darstellung

Nach Newton wird das Interpolationspolynom £F, zu den
Stiitzstellen (x;,y;) mit ¢ = 0,1,...,n und paarweise verschie-
denen Knoten z; in folgender Basisdarstellung gewahlt

P,(x) =co+ c1(x — xg) + co(x — xp)(x — 1) + - - -

+ep(x —xo)(x —x1) - (T — Tp1)

Die Koeffizienten ¢y, cq, ..., ¢, ergeben sich aus dem
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Schema der dividierten Differenzen

Lo | Yo |= Co
¢
r1|Yyr — Yo1 = C1
N\ e
T2 | Y2 — Y12 — Yo,12 = C2
N\ N\ ¢
T3\Ys — Y23 — Y123 — Y0123 = C3]
N\ N\ ¢ ¢
Tn|Yn — Yn—1n — Yn—2n—-1n 7 " — ’yO,L...,n:Cn

Dabei berechnen sich die dividierten Differenzen fur
0 <j <k <ndurch

o Yir ok — Y k-1
L — Xy

Yj.... .k

Damit ist eine rekursive zeilenweise Berechnung moglich:

: . Y1 — Yo
Zeile mit x1: Yo = ———
I — Xg
: : Y2 — 41 Y12 — Yo,
Zeile mit xo: Y10 = """, Yoi12="—""T77
g — I Lo — X
Zeile mit xs:
Y3 — 2 Y23~ Y12 Y123 — Yo0,1,2
Y23=—"—"—", Yi123——, Y123 —
T3 — T9 r3 — I T3 — Xy
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Aufgabe 28:

Von der Funktion sinh(z) sind nur die Stiitzstellen gegeben

z, |03 6

sinh(z;) 0 10 201.7.

a) Man gebe die Lagrange-Darstellung

des Interpolationspolynoms po(x) an.

b) Man berechne die Newtonschen Darstellung von po(z) mit
Hilfe des Schemas der dividierten Differenzen.

Das Schema der dividierten Differenzen ergibt

die Koeffizienten der Newtonschen Darstellung c;

0 [0]
310 = po(z) =337 + 10.12(z — 3)
6/201.7 64 [10.1
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¢) Man berechne po(4) als Naherungswert fiir sinh(4)
sowie den Fehler |sinh(4) — py(4)| und
zeichne sinh(x) und po(z) im Intervall |0, 6.5].

p2(4) =3.3-4+10.1-4 =536

|sinh(4) — po(4)| & [27.3 — 53.6| = 26.3

300}
250}
200¢
150}
1007

507

Bild 28.1 sinh(z) und py(x)
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d) Zusatzlich sei noch sinh(5) = 74.2 gegeben.
Mit dieser Information berechne man ps(x)
und p3(4) als Naherungswert fiir sinh(4)
sowie den Fehler |sinh(4) — ps(4)| und
zeichne sinh(x) und ps(x) im Intervall [0, 6.5].

An das Schema der dividierten Differenzen aus a) wird fiir
ps3 eine Zeile angehangt

0| 0
31 10 [3.3]
6

5

201.7 64 [10.1
74.2 1275 31.7

= p3(x) = po(x) + 4.3x(x — 3)(x — 6)

Die Lagrange-Darstellung von po

kann nicht durch Anhangen eines Summanden
in p3 uberfithrt werden.

p3(4) = po(4) +4.3-4(4 —3)(4 — 6) = 19.2

|sinh(4) — ps(4)| & |27.3 — 19.2] = 8.1
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300;

2507

200¢

150}

100j

50;

1 2 3 4 5

Bild 28.2 sinh(z) und p3(x)



