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Analysis 11

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 6

Potenzreihen
Definition:
a) Eine Funktionenreihe f(z) = Zak(z —20)"  mit a; € C und z € C heifit
k=0

(komplexe) Potenzreihe zum Entwicklungspunkt z, € C.

b) Gerechtfertigt durch den néchsten Satz wird mit

o
r:=sup{ |z — 2| fiir das Z ar(z — 2)" konvergiert }
k=0

der Konvergenzradius der Potenzreihe bezeichnet. Es wird dabei
0 < r < oo zugelassen.

Satz: Konvergenz von Potenzreihen
o0

Fiir die Potenzreihe f(z) = Z ar(z — 2)" mit dem Konvergenzradius r gilt:
k=0

a) Fiir r = 0 konvergiert die Potenzreihe genau fiir z = 2.

b) Gilt 0 < p < r, dann konvergiert die Potenzreihe innerhalb der Kreisscheibe
|z — 29| < r absolut und auf jeder Kreisscheibe |z — z9| < p absolut und

gleichmafig.
1
c)r=——————— Formel von Cauchy-Hadamard
) lim sup /| a| ( Y )
k—oo

Dabei bezeichnet lim sup {/|ax| den grofiten Haufungspunkt der Folge /|ax|.

k—o00

d) Fiir |z — zo| > r divergiert die Potenzreihe.
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Satz: Formeln zur Berechnung des Konvergenzradius
o

Fiir die Potenzreihe f(z) = Z ax(z—20)" kann im Falle der Existenz der Grenzwerte
k=0

der Konvergenzradius folgendermaflen berechnet werden:

ag

r= lim oder 7= lim
k—o00 k’ak| k—o00

Ar+1

r =0 und r = oo sind dabei zugelassen.

Bemerkung:
Im Falle einer reellen Potenzreihe Z ap(z — x0)" wird Jzg — 7,20 + [ als offenes

k=0
Konvergenzintervall bezeichnet.

Aufgabe 21:

a) Fiir folgende Potenzreihen bestimme man den Entwicklungspunkt und berech-
ne den Konvergenzradius:

0 Yy (-3) - @ i(@))

n=0 n=0

b) Man bestimme den Konvergenzradius und das Konvergenzintervall der folgen-

den Reihe

= 7m (z—=1\"
Zn—l—l( 2 )

n=0

und untersuche das Konvergenzverhalten in den Randpunkten des Konvergen-
zintervalls (mit Begriindung).

Losung:

Entwicklungspunkt: zy = 3

T (£ 2) 7

Qn

Konvergenzradius: r = lim = T}Lrilo Tt )2 2

n—oo

an+1
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Entwicklungspunkt: zp = 0

k
i k=2n
Koeffizienten: a; = 25 ’
0 , k=2n+1
Konvergenzradius:
1 1 25

r = = = —

lim sup /|a . n/(ay\2n 4

msup Vlard - 1im 3/ (5)

D2 ( 2 ) P @~ L)" Entwicklungspunkt: 2o =1
n=0 n=0 \ ,

=an

o tl(n +2) 2

Qn

nmoo 2n(n 4 1)7nL 7

Konvergenzradius: r = lim
n—oo

An41
N . . 59
Man erhalt damit das offene Konvergenzintervall 7|

Konvergenzuntersuchung in den Randpunkten:

. . 9 - T 9 R
Dlvergenz m r; = ?, denn : nz% m (? — 1) = Z ntl

n=0
, 5 = " 5 T (—1)n
Konvergenz in zo = - denn: nzzo m (? — 1) = HZ:O I
. . . 59
Konvergenz liegt also insgesamt im Intervall 7 VOr.
y
3.0»*
25}
1.0S
0.5r
‘01.8“ ‘01.9“"1i0““1i1““1i2““ X
77’L
Bild 21: S = ——(x—1)" fir N =0,1,2,3,4,7,10,15
1 N(:E) %271(”_’_1)(1' ) ur 3 Ly Ly Iy Ty b )
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Rechenregeln fiir Potenzreihen

Satz: (Identitdt, Summen und Produkte von Potenzreihen)

Gegeben seien zwei Potenzreihen

= Zak(z —2)", g(z) = Z b (2 = z0)"*
k=0 k=0
mit z, zg, ax, by € C.

a) Im gemeinsamen offenen Konvergenzkreis K gelte f(zx) = g(zx) mit klim 2 =
—00

2o und z; # 2z, dann sind f und ¢ in K identisch, d.h. die Koeffizienten von
f und g sind gleich
ak:bk, k:O,l,Q,...

b) Im gemeinsamen Konvergenzkreis gilt

(i) Zak (z — 2)F Zbk (z — 2)F Zak—i-bk (z — 20",
k=0 k=0

(z<_ ) (Zbkz—zo ) i_ |

mit ¢ = apby, + a1by_1 + - + apby = Z ajbi—; (Cauchy-Produkt).
=0

c¢) Die Potenzreihe ¢(z Z brz" besitze den Konvergenzradius R > 0 und es
gelte g(0) = by # 0, dann besitzt die Funktion f = 1/g eine Potenzreihe

1 - k
f(z) = @ = Zakz

k=0

mit einem Konvergenzradius r > 0. Die Berechnung der Koeffizienten a;, erfolgt
iiber das Cauchy-Produkt

9] 00 o0 k
1=f(2)-9(2) = (Z akzk> : (Z bkzk) = Z (Z ajbk_j> 2",
k=0 k=0 k=0 \j=0
mit Koeffizientenvergleich erhalt man zunéchst
1= aobo s 0= aobk + albk_l + -t akbo fur k& Z 1

und damit dann die Rekursionsformel fiir ay:

1 1
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Aufgabe 22:

definierte Funktion.

Gegeben sei die durch  f(z) = T4
—dx

a) Unter Verwendung der Summenformel fiir die geometrische Reihe:

1
1—z ZZk

k

o

0

5

berechne man die Potenzreihe von f zum Entwicklungspunkt zy und bestimme

C e 31
deren Konvergenzradius fiir zg = 1

b) Man bestimme die Glieder der Potenzreihenentwicklung von f mit Entwick-
lungspunkt xy = 0 iiber das Cauchy-Produkt von Reihen und berechne den

zugehorigen Konvergenzradius.

Losung:
6 B 6 B 6 1
8) 54, T B_dzmptdm—4dz 54z (=)
5 — 420
6 ~=/4(z—2%)\" < 6-4* i
T 54z ; ( 5 — 4z ) T (5 — dzg)RH (2 = 20)
Berechnung des Konvergenzradius:
I I 6 - 45 (5 — dzg)kt? 5—4z
r = lim = lim =
k—o00 | Q41 k—oo |6 - 4k+1(5 — 4ZO)k+1 4

Die Konvergenzbedingung der geometrischen Reihe wird bestatigt:

4(z — zp) 5— 4z 5
_— ]_ — = |- — —
‘5_4% < = |z—2z< 1 1A =T
5.
Man beachte: x = 1 ist Polstelle von f.
31 5 X 5—3i V34
Der Konvergenzradius fiir zg = ZZ: r= ’Z — ZZ = ‘ 1 i - 1
b 6
) = f<$)2d0+d1$+d2$2+d3$3+
5 —4dx

= 6 = (5_4$)<d0+d1x+d2x2—|—d3g;3_|_...)

= 5dy + (5dy — 4dp)x + (5dy — 4dy)x® + (5d3 — 4dy)x® + - -

Koeffizientenvergleich:
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6
= 6=>5dy, 0=5d, —4dy_; = doZg,

6 (4\"
im —5 5 =
k—o0 6 4 k+1|

()

Alternativrechnung mit der Rekursionsformel (Methode identisch):

Konvergenzradius: r= lim
k—o0

)
4

di41

Da ¢g(0) # 0, besitzt f in 2y = 0 eine Potenzreihenentwicklung

x:L:OO k.Tk
@) =203 ;d

mit Konvergenzradius r > 0 und die Koeffizienten dj lassen sich nach der
Rekursionsformel aus dem Cauchy-Produkt berechnen:

k—1
aodo =1 i aodk = — E djak_j
j=0

mit
5) 4 5 4
k
= = - — = = = —
g(x) kg 0 aipx 5 63: ag 5

1
Man erhiilt damit  do = — = 0
Qo 5

k—1 k

1 ay 4 4 6
dn = —— diar_i = ——dp = -dp_q--==) dy==
k aojzo §Ak—j aokl 5 k-1 <5> 0= ¥
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Potenzreihenentwicklungen elementarer Funktionen:

a) e’ =exp(x)= Z o
k=0

b)  sin(a) = g(_”k -
S cos<m>=§;<—1>’f(;”:;,,
N
) sinbie) = 3 oy
o0 2k
e) cosh(z) = ,;(925@‘

Satz: Differentiation einer Potenzreihe

Die Potenzreihe f(z) = Y ax(x —x)" ist im Inneren des Konvergenzintervalls, also
k=0
fir xgo —r < x < xg+ r mit r > 0 beliebig oft differenzierbar. Die Ableitungen

ergeben sich durch gliedweises differenzieren:

'a:):Zk:ak(:v—mo)k_l, Zk (k — Dag(z —20)* 2, ...
k=1 k=2

Die abgeleiteten Reihen besitzen den gleichen Konvergenzradius wie f.
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Aufgabe 23:

a)

Unter Verwendung der Potenzreihe von

fz) =

berechne man die Potenzreihe von

6
5 —4x

1
g9(x) = = 2)?

zum Entwicklungspunkt zy und bestimme den zugehorigen Konvergenzradius.

Man berechne die Losung der gewchnlichen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung

y' =y
mit den Anfangswerten y(0) = 1 und 3/(0) = 0 in folgender Potenzreihendar-
stellung

Losung:

a)

6 1\ 24 1 f'(z)
A ! = ———— folgt = = .
us f(w) = (5 4x) a9 = FT T Ty
Damit ergibt sich die Potenzreihe von g durch differenzieren der Potenzreihe
von f:

!/
1 [~ 6-4F L SN R L 1
g(i)—ﬂ (;W(x_%)> —;W(w—fo) :

Der Konvergenzradius stimmt mit dem von f {iberein.

Probe:

k=15 _ k+2
3 I, k- 4515 — 4x)

k—o0 ' (5 — 4I0)k+1(1€ -+ 1)4k

o — —

4

B 5—41‘0
N 4

i

Im Inneren des Konvergenzintervalls darf die Potenzreihe gliedweise differen-
ziert werden. Setzt man die Potenzreihe und ihre zweite Ableitung in die Dif-
ferentialgleichung ein, so ergibt sich

Zakk -1z Zakx

= Zakk -1z Z Zak+2k+2)(k:+ 1) —ap)r® =0.
k=0
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Aus dem Koeffizientenvergleich mit der Nullfunktion ergibt sich folgende Re-
kursionsformel zur Berechnung der ay:

Qg

(k+2)(k+1)

ak+2(/€ + 2)(k' + 1) — ar = 0 = Ag12 =

Hier unterscheidet man

P 2k - @2k —2 .
FRT 0k +2)2k+ 1) (2k +2)(2k + 1)2k(2k — 1) (2k +2)!
und
a S S 42k—3 =Y
P 0k +1)2k  (2k + 1)2k(2k — 1)(2k — 2) 2k + 1)1
1
Die Anfangswerte ergeben y(0) = ag = 1 = ag, = m und
y'(0) =a; =0 = age1 = 0 also
cosh(z) = i ! R
(2k)!
k=0
als Losung der Differentialgleichung. Der Konvergenzradius in z = z? ergibt
sich durch
L @2 _
=t o] = i | = i o224 1) =

Dies ist dann auch der Konvergenzradius fiir z.
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Satz: Integration einer Potenzreihe

Die Potenzreihe f(z) = > ay(z — x0)" besitzt im Inneren des Konvergenzintervalls,
k=0
also flir xg — 7 < x < xg+ 7 mit r > 0 eine Stammfunktion F', d.h. es gilt F’ = f.

Durch gliedweises Integrieren erhalt man:

F(x):C’—l—ZkC_Lfl(az—xo)k“, CeR.
k=0

Die Stammfunktion F' besitzen den gleichen Konvergenzradius wie f.

Abelscher Grenzwertsatz:

Besitzt die reelle Potenzreihe

g(x) = Z ap(r — x0)"

k=0

den endlichen Konvergenzradius » > 0 und konvergiert sie im rechten Randpunkt
xo + 7, so ist die Summenfunktion g(z) in z¢ + r (linksseitig) stetig, d.h. es gilt

o

lim T) = apr®.
ac/‘xo-‘,-rg( ) kz:; k

Entsprechendes gilt fiir den linken Randpunkt x¢ — r. Reelle Potenzreihen sind also
im ganzen Konvergenzbereich stetig.
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Taylor-Polynome und Taylor-Reihe

Definition:

Gegeben sei eine in [a, b] n-mal stetig differenzierbare Funktionen
fila, ] = R,
mit n € IN und 2z €]a, b[ . Dann heifit

f(n) (z0)

n!

f//(x0>

o (= w0)* et

T (x5 20) := f(0) + f'(w0)(x — 20) +

(x — xp)"

Taylorpolynom n-ten Grades von f zum Entwicklungspunkt z.

Das zu T,,(x; xo) gehorige Restglied R, (x;xo) beziiglich f(z) wird definiert durch

f(@) = T3 20) + Ry(2;20) -

Restgliedformel nach Lagrange:

Ist f sogar n + l-mal stetig differenzierbar, so gilt mit & := 2o + O(z — o) und
0 < © < 1 folgende Restgliedformel:

Fr(E)

Bn(; 20) = (n+1)!

(x _ xo)n—i-l )

Taylor-Reihe:

Falls die Funktion f :]a, b — IR beliebig oft differenzierbar auf |a, b] ist und fiir das
Restglied gilt:
lim R,(x;x0) =0,

n—oo

dann ldsst sich f in |a, b[ in eine Potenzreihe entwickeln, die dann als Taylor-Reihe
bezeichnet wird:

) (2
(@) = lim T, (s = 30 L0

n—00
k=0

x — 20)".




Analysis II, K. Rothe, SoSe 2021, Hoérsaaliibung 6 (Beispielaufgaben 21-24) 12

Aufgabe 24:

2
a) Fiir die durch f(x) = PR
x

von f zum Entwicklungspunkt xq = 0 mit Konvergenradius unter Verwendung
der geometrischen Reihe.

definierte Funktion berechne man die Potenzreihe

b) Man berechne die Potenzreihe von arctan(z/2) zum Entwicklungspunkt
xo = 0, bestimme den Konvergenzradius, untersuche das Konvergenzverhalten
in den Randpunkten und berechne im Falle der Konvergenz den Wert der
entsprechenden Reihen.

) Man zeige, d i D" 7o
¢) Man zeige, dass = — gilt.
Lok +1 4

d) Man berechnet die Taylor-Reihe der durch f(x) =

zum Entwicklungspunkt zy = 0. Dazu beweise man zunachst tiber Induktion
firn >0

definierten Funktion
— 4z

6-4" . n!

f"(x) = 5= dgyii

Losung:
a) Mit der Summenformel der geometrischen Reihe erhélt man fiir
N\ 2
()
2 1 1 1 & 2\ X (=DF
m—am—a;(—@ ) =2

Der Konvergenzradius r = 2 bestatigt sich auch rechnerisch iiber die Koeffizi-

(=n"

<1l <& ’§‘<1<:)|x|<2

enten as,, = 21 und ag, 1 = 0:
= - =2.
lim sup </ \ak| o lim
k—o0 n_m 22n+1 oo 21+1/ 2n)
b) Da

(T (-1
(arctan) (5) 4+x2 Z 22k+1

00
k=0

ergibt gliedweise Integration der Reihe

arctan <£> =C+ i i.ﬁlﬁ%—i_l = i ix%ﬂ
> 2 (2k + 1)22++1 @k + 12"

k=0

denn fiir die Integrationskonstante gilt C' = arctan 0 = 0. Der Konvergenzra-
dius r = 2 stimmt mit dem der abgeleiteten Reihe tiberein.
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Setzt man die Randpunkte x = £2 in die Potenzreihe ein, so ergeben sich die

Reihen .
= (-1
+
Z;2k+r

die nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium konvergieren.

Konvergiert eine Potenzreihe in den Randpunkten, so ergibt sich nach dem
Abelschen Grenzwertsatz dort der Wert der stetigen Fortsetzung der Sum-
menfunktion im Inneren.

Also erhalt man hier in den Randpunkten z = +2 den Wert

oo

_1)k
1= arctan(+1).

c¢) Aus b) folgt io: " _ arctan(l) = T
S PIES s
47 )
d) Induktionsbeweis fiir — f™(x) = ﬁ .
6-4°.0! 6
n=0 U = T 5o W
n—n+1:
n / n
(nt1) ey [ 6470 _6-4 -nl(—=(n+1))(—4)
P = (1) = (e e
64" (n+1)!

(5 — 4x)n+?
Die Taylor-Reihe stimmt erwartungsgeméafl mit der Potenzreihe aus Aufgabe
22 b) iiberein, d.h Konvergenzradius » = 5/4 und damit keine Konvergenz bei

x =5/4:
> fm > n =6 A"
F;%(:p_ z; 54 on+1 (z-0) 225(5) ’

Bild 24 d) f(x) = 5% , Polstelle bei x = 5/4
—dx



