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Konvergenzkriterien fiir uneigentliche Integrale
Definition:

b
Das uneigentliche Integral / f(x)dx heifit absolut konvergent,

b
falls / | f(x)|dx konvergiert.

a

Satz: Konvergenzkriterien

b
fiir uneigentliche Integrale / f(z)dx

a) Ein absolut konvergentes uneigentliches Integral konvergiert
auch im gewohnlichen Sinn.

b) Majorantenkriterium: Gilt fiir alle x: |f(z)] < g(z),
dann gilt:
b

b
/ g(x)dxr konvergent = / f(x)dr absolut konvergent.

a

¢) Minorantenkriterium: Gilt fiir alle z: 0 < g(x) < f(z),
dann gilt:
b b
/ g(x)dxr divergent = / f(x)dx divergent .

a
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Reihen
Definition:

a) Die aus einer reell- oder komplexwertigen Folge (ay), N, gebil-
dete Folge von Partialsummen (S5,), N, mit

n
Sn::Zak:ao—l—a1+ag+---+an
k=0

heiBt Reihe und wird mit (5,),,.N, = Z a bezeichnet.
k=0

b) Im Falle der Konvergenz, d.h. falls

S := lim S, = lim ap =: Zak
k=0

n—00 n—00
k=0

existiert, nennt man S auch Wert der Reihe.

c¢) Konvergiert die Folge der Partialsummen nicht, so heifit die Rei-
he divergent.
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Beispiele:

a) Partialsummenformel fiir die geometrische Summe

b) divergente Reihen

|
(i) harmonische Reihe Zk——H’

1
Zk_ furr <1,

(iii) geometrische Reihe Z ¢" fiir |¢| > 1,
k=0
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c) konvergente Reihen

(i) alternierende harmonische Reihe

_1)k
=1In2
Zk+1 e

k=0

(0. ¢]

(iii) geometrische Reihe

> 1
Y qh=—— fir|gl <1,
l—gq

k=0

>k
T

(iv) Exponentialreihe e = g o fir z € R.
k=0
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Definition: (Absolute Konvergenz)

(0.9]

Die Reihe Z aj. heifit absolut konvergent,
k=0

©. 9]
wenn E |ax| konvergiert.
k=0

Folgerungen:

o
a) Z ax absolut konvergent
k=0

& (Z |ak]> beschrénkt.
HEH\IO

k=0

b) Eine absolut konvergente Reihe konvergiert auch im
gewohnlichen Sinn.

Satz: (Integral-Kriterium fiir Reihen)

Ist f(z) auf dem Intervall [m, oo| mit m € Ny positiv und monoton
fallen, so besitzen
o

> f(k) und / flx) dx

k=m m

das gleiche Konvergenzverhalten.
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Aufgabe 17:

a) Man untersuche die folgenden uneigentlichen Integrale auf Kon-
vergenz (ohne sie zu berechnen)

00 1 00
2+ 1 | |
' dr = d d
() /x5+3 ! /:c5+3 x+/aj5+3 !
0 0 1

v
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1}
> 4 6 g 10 =
2+ 1

Bild 17 a)(i): Funktion f(z) =

o543
L,
1
/az+ J
x>+ 3
0

ist ein bestimmtes Integral mit endlichem Wert.
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a

2?41 2 41
/x+daszlim/x+dx
x° + 3 a—00 x® + 3

1

1

ist ein uneigentliches Integral.

Firz > 1 gilt

O<x2+1<x2+x2:3
v +3 7 2 x3

und man erhalt

a2t 2 41
/x+daj:lim/x+dw
x° 43 a—00 x® + 3

1

IA
T=
55
—
&w| rO

o

a— 00 3}’2 1

, 1
= lim (1——2) =1
a— 00 a

Damit konvergiert das Ausgangsintegral absolut nach dem
Majorantenkriterium.
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Y
1000y
800+
6007
400+

200¢

0.2 0.4 0.6 0. 1

Y

Bild 17 a)(ii):  Funktion f(z) = ——
X X

Das Integral divergiert nach dem Minorantenkriterium,

denn fir 0<2x <1 gilt 72 < 202

| 1
_ 1
/x4+az3 - Clg(l)/ x7/2 + x5/2 du
0 a
1
> ] ! d
= 20| By gsr
a
o I T S O
- ali% 33;3/2 ali% a3/2 3

X
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b) Mit Hilfe des Integral-Kriteriums fiir Reihen zeige man, dass fiir

0 < a <1 die Reihe
i 1
k=1 ke
divergiert.

FirOo<a<lundz >0

1
fallt die Funktion f(x) = — (streng) monton und es gilt
SUO[

1. Fall:: a=1

a

1 1

/—d:v = hm/—d:v:lim Inz|{ = lim Ina = oo,
T a—00 T a—00 a—00

1 1

2. Fall: O0<a<l =0<1—a«

o0 a

1 1 l—ax |@
—dxr = lim — dx = lim *
T a—00 T a—00 (1 — a) 1
1
' al—a 1
= lim — = 0.

= (1—a) (1—a)

Das Integral divergiert also fir 0 < a < 1.

Nach dem Integral-Kriterium fiir Reihen besitzt die Reihe
x 1

> o das gleich Konvergenzverhalten.

k=1
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o ok+1
¢) Man berechne den Wert der Reihe Z 4. 32
k=1

Mit Hilfe der geometrischen Summenformel

k=1 k=0

2

erhalt man mit ¢ = 3

o0 2k+1 o0 2 2k
DA =) 5y

I

W
Q2o
i\gt
YN
Wl Do
N~
™

O | 0o
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Rechenregeln und Konvergenzkriterien fiir Reihen

Satz: (Rechenregeln fiir konvergente Reihen)

(0.9) (0.9]
Es seien Z aj und Z b, konvergente Reihen, dann gilt:
k=0 k=0

k:O k=0 k=0
b) Y (Aap) =AY
k=0 k=0

Satz: (Kriterien fiir Konvergenz)

a) notwendige Bedingung:

o0

Zak konvergent = lim a; =0

k—o0
k=0
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b) Leibnizsches Kriterium:

Gegeben sei die alternierende Reihe
(0.@]
>_(—V'a
k=

0

mit ag > 0.

Ist (ar), N, €ine monoton fallende Nullfolge, dann konvergiert
die alternierende Reihe.

Der Wert S = Z ar der Reihe wird dann durch die Partial-

k=0
summen S; folgendermafien eingeschlossen:

§1 <G < . < Sy 1< <8< <8y, < <8y < S,

Diese Einschliefung ergibt die Fehlerabschatzung

‘S - Sn’ S Ap+1

denn
1S — Sop—1| < |Son — Son—1| = a2, und

S — Son| < |Sons1 — Son| = agn+1 -
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Aufgabe 18:
Gegeben sei die Reihe

a) Man zeige, dass die Reihe konvergiert.

Es handelt sich um eine alternierende Reihe, die nach dem
Leibniz-Kriterium konvergiert, denn es gilt:

n—+1

1) a, = >0
) (mn+2)(n+3) —
) 5, o
n+ 1 . 1/n+1/n?

0

pr— 1. p— p—
imoo (n+2)(n +3)  nmeo L+ 5/n + 6/n2

(iii) a,, fallt monoton, denn

0

IA

n

= n+2f=n’+4n+4 < n*+5n+4=(n+1)(n+4)

n-+2 < n—+1

=
n+4 = n+2

n -+ 2 < n+1
(m+3)(n+4) — (n+2)(n+3)

= Qpy1 = = dp -
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b) Ab welchem Index k unterscheiden sich die Partialsummen

=3 (5 i)

n=0

vom Grenzwert S der Reihe um weniger als 0.0017

Man verlangt fiir die Abschatzung des Wertes S der Reihe durch
die Partialsummen S},

k42

!
< 0.001.
(k+3)(k+4)

S — S| < apy1 =

Aus agg; = 0.001001 und aggg = 0.000999998
erhalt man £ > N = 995.

Die Partialsummenwerte lauten
S995 = 0.0789413 und 5996 = 0.0799413.

¢) Wie lauten die ersten drei Nachkommastellen des Grenzwertes
S7
Mit dem Mathematica-Befehl
NSum[(-1) "nx(n + 1)/(n"2 + 5 n + 6), {n, 0, k}]

berechnet man die Partialsummen und erhalt
S1129 = 0.0790004 < S < Sggo = 0.07999930
Fur den Grenzwert bedeutet dies S = 0.079 - - - .
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Satz: (Kriterien fiir absolute Konvergenz)

Gegeben seien die Reihen Z ap und Z by..
k=0 k=0

a) Es gelte |ag| < by = Z ag| < Zbk:
k=0 k=0

Majorantenkriterium:

o0 o0
Z bi. konvergiert = Z aj. konvergiert absolut.
k=0 k=0

Minorantenkriterium:

0,9) o0
Z]ak]:oo = Zbk:oo.
k=0 k=0

b) Quotientenkriterium: Es gelte ay # 0:

0.9

a
(i) lim e = Z ai konvergiert absolut,
k—oo | ap 0
a ©e
s k1 L
i) lm |—/|>1 = ay, divergiert.
( ) k—oo | ap kz—% g &
c) Wurzelkriterium:
o
(i) lim /|ax| <1 = Z a konvergiert absolut,
k—o0 o

o
(i) lim /|ax] >1 = Zak divergiert.
k—o0

k=0

16
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Aufgabe 19:

Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:

a) Die Reihe Z (\/ n?+n — n)n

n=1

konvergiert absolut nach dem Wurzelkriterium,

n
denn mit a,, = (\/ n+n — n) erhalt man

lim v/|a,| = lim vVn?+4+n—n

n—oo n—oo

n2+n—n

2

= lim

=00 \/n? +n+n

= lim

0

2n
b) Die Reihe g —

n!
n=0

konvergiert absolut nach dem Quotientenkriterium,

n

denn mit a,, = — erhalt man
n!

. ’an—i—l‘ Y 2n L)

lim = lim
n—o00 |a'n| n—00 (n + 1)' . 2"

1
n—oo T+ 1/n+1

- <1

2

17
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1 3 9 27 81
Die Reih —+ —+—+—+ —
¢) Die Rethe 56+ 50 T 50 T 15 T 256 ©
konvergiert nicht,

denn mit der geometrischen Summenformel erhalt man

1+1 3+1 9+1_27+1 &+
16 16 2 16 4 16 8 16 16
i > (5) —m Y (5
= lm — = —
n—00 16 2 16
F=0 N, e =0
7
11— (3/2)" 1

= lim — = lim - ((3/2)"" —1) =
o 16 1—3/2 Jm 5 (3/2) )

Alternative Begrundung:

©.9)

18

Die notwendige Konvergenzbedingung fiir Reihen ist nicht erfullt

1 k
lim aj = 1im—<§) =00 #0.

k—00 k—oo 10

E+1

2
k:lk +1

divergiert nach dem Minorantenkriterium, denn es gilt

d) Die Reihe

okl k1l kgl 1
k‘m+1—M+k_kw+n_k

~.1
;z

8
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Funktionenfolgen und Funktionenreihen

Definition:

a) Unter einer Funktionenfolge (f,), N versteht man eine Ab-
bildung der Form

N — V
no—= fuo

V' sei der Vektorraum, der die Funktionen f, : I — IR enthalt,
wobei I C IR ein Intervall ist.

b) (fn), N konvergiert punktweise auf I gegen eine Funktion
f, falls fiir jedes fest gewahlte x € I gilt

lim f,(x) = f(x).

n—o0

¢) (fn), N konvergiert gleichméfig auf I gegen eine Funktion
f, falls gilt

lim sup | fo(z) = f(z)] = 0.
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Satz:
Sind alle f,, auf dem Intervall I stetig und konvergiert
die Funktionenfolge (f,), .y gleichmaBig gegen die Funktion f,

dann ist auch die Grenzfunktion f stetig.

Definition:

a) Die aus ciner Funktionenfolge (fn), Iy, gebildete Folge von
Partialsummen (5,) N, mit

ka: z) + fil@) + fol@) + -+ ful2)

heift Funktionenreihe und wird bezeichnet mit:

( n ne]NO ka

b) Die Begriffe punktweise und gleichméaflige Konvergenz
tibertragen sich auf die Funktionenreihe, wenn sie fiir die Funk-
tionenfolge der Partialsummmen (S, (x)), N, gelten.
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Satz:

a) Stetigkeit der Grenzfunktion
Sind alle Funktionen fj(x) stetig und

(0. ¢]
konvergiert die Funktionenreihe > fi(z) gleichméBig
k=0

auf dem Intervall I C IR gegen die Funktion

fw) =3 filw),
k=0

dann ist auch die Grenzfunktion f stetig.

b) Majorantenkriterium von Weierstraf}
Gegeben seien die Funktionen f; : I — IR,
wobeil I C IR ein Intervall ist.
Gibt es fiir jedes £ > 0 ein Konstante M € IR, so dass

firallex € I |fi(z)| < M

0.9)
und konvergiert Z M;.,
k=0

dann konvergiert die Funktionenreihe Z fr(x)
k=0
gleichmafig und absolut auf 1.
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Aufgabe 20:

a) Man untersuche die Funktionenfolgen auf punktweise und
gleichmaflige Konvergenz.

1
(i) Die Folge f,:[-2,2] = R, fu.(2x)=—"—
1 4+ ne*
konvergiert punktweise gegen f, denn:
1 1/n
lim f,(z)=lm —— = lim —— =0=: f(x).
n—>oof ( ) n—oo | + ne$2 n—00 1/n + e$2 f< )

fn konvergiert auch gleichmaflig gegen f, denn es gilt

l/n
0 s @)~ fl = s [l
re[-2,2] ve[-22]|1/n+e
1 1
= sup —
ve[-22) T |1/n + e
1)1 I oo
< sup — || =-— =20
ze[—22] M | €7 n
Y
0
0.4;
. 3¢
0.2}
0
=2 -1 *
1
Bild 20 a) (i) fu.(z)=———=firn=1,2,3,5,10,20

B 1 4+ ne”
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ml:2

B 1 + nx?

(ii) h,: R —= 1R, hy(z)

Es gilt h,(0) = 0. Fiir z # 0 erhalt man

na:'2 1'2

lim h,(x) = lim —— = lim

n—00 n—oo 1 + na? n—00 1/?7,—!—332 N

Also konvergiert die Folge h,, punktweise gegen h:

o ={ 1 I

h.,, konvergiert nicht gleichmafig, da h unstetig ist.

nx

Bild 20 a) (i) hu(r) = 77—
nx

firn =1,2,3,5, 10, 20

23
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b) Fiir die folgenden Funktionenreihen bestimme man den maxima-
len Konvergenzbereich D und untersuche die Reihen auf punkt-
weise und gleichmaflige Konvergenz in D.

Z 2? —1)(2 — 2%)*
k=0
Mit der geometrische Summenformel erhalt man:

n

falz) = Y (@* =12 -2

k=0
— (333—1)2(2—:63>k
k=0
1 — 2—373 n+1
= (@ =1) 1—((2—933)
_1_ (2_x3)n+1

Konvergenz fir 2—2°| <1 & 1 <2’ <3 :
lim f,(z) =1
n—oo

AuBerdem gilt f,,(1) =0

Fir alle anderen x liegt Divergenz vor.
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Die Funktionenfolge f, konvergiert also punktweise gegen
die Funktion

20r

03

= T

Bild 20 b) (i) fu(z)=1—(2—2°)""
fiir n = 0,5, 10, 15, 20, 25, 30

Die Grenzfunktion f ist nicht stetig,

die Konvergenz kann also nicht gleichmaflig sein.
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0

) 1
(i) gx)=2_ (k + 1)3(x2 + 1)

k=0

konvergiert gleichméfig (und damit auch punktweise) und
absolut

nach dem Majorantenkriterium auf ganz IR, denn

und

045

Bild 20 b) (ii) g.(z) = Z

— (k+1)*(z*" +1)
firn=20,1,2,3,5,10




