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Analysis 11

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 3

Aufgabe 9:

Man berechne die folgenden Integrale

3 1 623 — 322 4+ 2x — 3
d b 4 d
2) /5—21; v, b /(7x—4)2 T, o) / 2 — 1 o

5) 5% 6x
d) /—x2+2dx, e) /2x2+2d:v, f) /—x2+4$+5dx

Losung:

a) Substitution: ¢t=5—-2x — dt=—-2dx

3 3 1 3 3

o5 —2x 2
b) Substitution: ¢ =Tz — — dt=Tdx
/ / dt = — t_ +C = ! +C = ! +C
(793 - T (7 —4) 28— 49z

¢) Polynomdivision:

(62 — 322+ 22 —3): 2z —1) =322+ 1 —
—(62% — 32?%)

20 — 1

2¢ -3
—(2z —1)
—2
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62 — 322 + 22 — 3
/:v 2i—+1$ dx:/3x2+1_

dx

20 — 1

Substitution: t=2x—-1 —= dt=2dx

1
:x3+x—/;dt+C’:xg+m—1n|t|+C’:m3—|—x—ln|2x—1|+C

d) /%de:g/mdm

Substitution: ¢ = 2z — dr=+/2dt

S

5v2 1 5 5 x
== / P dt = Earctan(t) +C = Earctan (E) +C

5% 5) 2x
dz =2 d
e)/2x2+2 ’ 4/$2+1 v

Substitution: t=22>+1 — dt =2z dx

5) 1 5 d
=— [ —dt="In|t = _—Inlz®+1
4/t 4n|\+C’ 4n|x+]—|—C’

62 3(22 +4) — 12
f ——dx = d
)/1:2+4:1:+5 v / (x+2)2+1 !
2(x +2) 1
—3f AT g 10 —— 4
3/<x+2)2+1 ! /(m+2)2+1 )

Substitution: t=z2+2 — dt =dx

2t 1
=3 dt — 12 dt
/t2+1 /t2+1

Substitution: u=t*+1 — du=2tdt

1
= 3/ —du — 12arctant = 31n |u| — 12arctant + C
u

=3In|t* + 1| — 12arctan(x + 2) + C = 31n |2® + 42 + 5| — 12 arctan(z + 2) + C
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Integration rationaler Funktionen

Schritte zur reellen Partialbruchzerlegung

Gegeben sei die durch die Polynome P(x) und @Q(x) definierte gebrochen rationale Funk-
tion

P(z)

B = Q@)

a) Polynomdivision

Falls deg P > deg @ fiihre eine Polynomdivision mit polynomialem Anteil p(z) und
Rest r(x) durch:
P(x) r(z)

=plr) + )
aw " Q)
wobei degp = deg P — deg ) und degr < deg Q.

b) Faktorisierung von @)

Q) = clw —21)" - (2 = w0) 1" (2) -+~ g ()

Dabei sind ¢;(z) = (z —a;)* +b? quadratische Polynome mit komplexen Nullstellen,
also in IR nicht in Linearfaktoren zerlegbare Polynome.

c¢) Partialbriiche

: — 2 k5 .1 .2 ik
(1) Zu ('r x]) T — :L_] ) (l‘ o x])Q ) ) (Jf . ,Z'])kj
(11) 71 q‘]' (:U) ’yj’lx + 6.7'»1 ryj72x + 5j72 fyjrzjx + 5j7£j
’ (r—a;)? +07 7 (@ —a;)> +63)* "7 ((w—az)> +b7)5

d) Partialbruchzerlegungsansatz

(x—x]) (x — )

1 — Yi1T + §J 1 Yj,e;% + 6j,2j
+cz(a:—a] —|—b2+ +((x—aj)2+b§)£j

J=1

r(z) ( e8! Q2 Aok >
f s e




Analysis II, K. Rothe, SoSe 2021, Hoérsaaliibung 3 (Beispielaufgaben 9-12) 4

e) Berechnung der Unbekannten «;;,;;,d

(1)

Berechnung von /

j?i

Koeffizientenvergleich

Multipliziere den Partialbruchzerlegungsansatz von r(x)/Q(z) mit Q(z) und
vergleiche die Koeffizienten des Polynoms r(z) mit denen des durch Kiirzen,
Ausmultiplizieren und Sortieren nach xz-Potenzen entstandenen Polynoms der
rechten Seite.

Die Unbekannten «;;,v;., 0, ergeben sich als Losung des aus dem Koeffizien-
tenvergleich resultierenden Gleichungssystem.

Einsetzungsmethode

Multipliziere den Partialbruchzerlegungsansatz von r(x)/Q(z) mit Q(z) und
kiirze auf der rechten Seite die Nennerfaktoren gegen die aus Q(z).

Ohne die rechte Seite auszumultiplizieren werden jetzt die reellen Nullstellen
x; und die komplexen Nullstellen z; = a; + ib; von Q(x) nacheinander jeweils
auf beiden Seiten eingesetzt. Damit lassen sich die Unbekannten ok, vje;, 05,
berechnen.

Durch (ggf. mehrfaches) Ableiten und Wiederholung des obigen Verfahrens
ergeben sich die iibrigen Unbekannten, falls die linearen oder quadratischen
Faktoren von @Q(z) in hoherer als erster Potenz auftreten.

T

B
Q(x

;dx

Das Integral ergibt sich durch Integration der aus der polynomialen und Partialbruchzer-
legung resultierenden Summanden und anschlieender Summation der Teilintegrale. Dazu
ist die Integration der folgenden Typen erforderlich:

s

a) Polynome: p(z)= chxk

b) Partialbruchtyp:

(1)
(i)

k=0

S k+1

T
p(x)dx:ch +C
e =Y

1
k=1 / de=In|z —z;|+C

[IZ'—.’L']‘

1 1 1
k> 2: ——dr = : C
- / (x —xj)k T (x —x;)kt *
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c¢) Partialbruchtyp:

cx +d _c 2(x —a)
(z—ap+0%)" 2 ((x—a)®+02)

+<Ca+d)((x—a)2+b2)f

(i) 0=1: /(%U—_a)dx:ln((x—a)2+b2)+0

r—a)?+b?
. _ 2(z —a) 1 1
W 22 [l = oy e

_ 1 1 r—a
(i) €=1: /(x_a)2+b2dx—barctan( 2 )—I—C

(iv) Rekursionsformel fiir ¢ > 2:

1
]“‘/k@—av+wvdx‘

1 1 T —a
i |0 PTG | O

Beweis der Rekursionsformel:

- (x —a)? +? [ (z—a) . 2(x — a) )
O ey == Ll el e LR

(w=a) o 2Ae—a)

2 (@ —a)? + b2

partielle Integration: u =

1
= u’:§ und v =

2 (w—a2+)" 2 1—1((x—a)?+b)=1 2(1—1)

/ (x —a) 2(x —a) dp — (x—a) 1 1 1 I

1 r—a

1
= e Ty G er e 20—

Iy + VI,

= L= b12 <]“ <1 * 2(11— z)) - 2(11— ) ((x— j)gfb%g‘l)

1 r—a
= m ((3 — 26)1471 - ((SL‘ _ a)z + b2>l1)
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Aufgabe 10:

Man berechne folgende Integrale ggf. unter Verwendung der Partialbruchzerlegungsme-
thode

7
d
a)/3x2+15x—18 o

b) / 23+ 2% — 35z + 17
2+ 6x — 7

dx |

C>/Z%£;§dﬁ

Losung:

a) Nennerfaktorisierung: 3z + 15z — 18 = 3(z% + 5z — 6) = 3(z — 1)(z + 6)

7 T 1 T 1
302+ 150 —18 3 \a2+52-6) 3 \(v—1)(x+6)

Partialbruchzerlegungsansatz:

1 A B A(x+6)+ Bz —1)

@—D@+6) 2-1 246  (z—1)@+6)

= 1=A(x+6)+B(x—1)
Nennernullstellen einsetzen:
1
r=1 = 1=A1+4+6)+B(1-1)=74 = A:?

1
r=-6 = 1=A(-6+6)+B(-6-1)=-78 = B=-—:

/

1 1 1 1
Tt—1 Tx+6

Wl

/
r =
3r2 + 15x — 18

1
= g(nfe—1[—In|z+6)+C
b) Polynomdivision:
2¢ — 18
(@922 = 350+ 1T) (a4 60 =) = — 5 b

— (2% + 62® — Tx)
—5x% — 28z + 17
— (=522 — 30z + 35)
2z — 18
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Nennerfaktorisierung: 2?4+ 6z — 7= (z — 1)(x +7)

Partialbruchzerlegungsansatz:
2x — 18 2 — 18 A B

224+ 6z -7 (z—1)(z+7) a1 +.7c+7
= 20-18=Alx+7)+Bx—-1)=(A+B)x+7A—-B
Berechnung von A und B iiber einen Koeffizientenvergleich von
20 —18=(A+B)x+T7A—-B

—18=7A—-B = B=TA+18
2=A+B=A+7A+18=8A4+ 18
= 8A=-16 = A=-2 = B=4

alternativ:

Berechnung von A und B durch Einsetzen von z-Werten, vorzugsweise der Nenner-
nullstellen in die Gleichung:

20 =18 = A(x +7) + B(x — 1)
z=1: 2-18=-16=A(1+7) = A=-2
x=-T: 2.(-7)—18=-32=B(-7—-1) = B=4

Integration:
2%+ 2% — 35z + 17 2 4
dr = —5— d
/ Zree—7 /x r 1 217"
72
= ?—5x—2ln]a:—1]—|—4ln\x+7\+0

¢) Dieses Integral wird {iber die Rekursionsformel mit ¢ = 2 berechnet

[ e = | rmmrme -/ ((_)12“)2@:

V3 1
N E/(tzﬂﬁdt
V3 1 1 t

ﬁ.
V3 t

= 2—\/5 (arctant+ t2+1) +C
V3
2v/2

arctan (ﬂx) +
V3 (@)2 +1
V3
3 arctan (%) T
= 5 \/6 + +C
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Aufgabe 11:

Man berechne unter Verwendung der Partialbruchzerlegungsmethode

X .

/ 8x3 — 4322 + 462 — 39
xd —4x3 + 27

Losung:
Raten der Nennernullstelle x = 3 (Teiler der Konstanten 27) und Polynomdivision:

(xt =43 +27): (z—3) =2 —2* -3 -9
—(z* — 323)
—x3 427
—(—a® + 32?)

—3x% + 27

—(—32% + 9x)
—9z 4 27

(92 +27)

0

Erneutes Raten der Nullstelle z = 3 (Teiler der Konstanten 9) und Polynomdivision:

(23 —2>=32—-9): (x —3) =22 +21r+3
— (2% — 32?)
222 — 3z —9
—(22% — 62)
3z —9
—(3z—9)
0

Damit lautet die Nennerfaktorisierung:

vt — 42 427 = (2 —3)*(2* + 22+ 3) = (v = 3)*((x + 1)* + 2).

/ S8a® — 4322 + 462 — 39 / 83 — 4322 + 46z — 39
= dx =

xt —Ax3 + 27 (=3 ((z+1)2+2) v
Partialbruchzerlegungsansatz:
8z —432% + 462 —39 A N B N Cx+ D
rt — 4z3 + 27 S r—-3 (z-3)2 (z+1)2+2

= 8z% — 43z% + 462 — 39
=Az-3)((z+1)*+2)+ B((x +1)> +2) + (Cx + D)(z — 3)*
Koeffizienten uiber Einsetzen verschiedener z-Werte berechnen:

Berechnung von B durch Einsetzten der Nennernullstelle z = 3:

833 -43-3*+46-3—-39=-72=B(4*+2) = B=-4
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Berechnung von A durch Ableiten

242” — 86z + 46

=A((z+1)2+2)+ B2+ 1)+ (z —3)24(x + 1) + C(z — 3) + 2(Cz + D)]
und dann Einsetzten der Nennernullstelle z = 3:
24-3>—-86-3+46=4=A(4*+2)—4-23+1) = A=2

Berechnung von C' und D durch Einsetzen geeigneter x Werte:

r=0:

—39 = A(=3)(1* +2) + B(1* +2) + (C- 0+ D)(-3)"
=-30+9D = D=-1

r=1:

8 —43 4+ 46 — 39 = —28

= A(=2)((2)* +2) + B((2)* +2) + (C + D)(1 = 3)?
=-52+4+4C = (C=6

Damit kann das Integral mittels Partialbruchzerlegung berechnet werden

/8x3—43:p2—|—46x—39d / 2 4 n 6r —1
T = —
xt — dad 4+ 27 r—3 (r—3)2 (v+1)2+2

4 2(z + 1) 1 .
oo -3+ ——43 ) — g7 ——  _dr+C
nle =3+ g+ /(a;+1)2+2 v /(x+1)2+2 v

Zur Losung der verbleibenden Teilintegrale:

Mit der Substitution ¢t = (z + 1)? + 2 — dt = 2(x + 1)dx erhilt man

2z +1) 1 )
3 ST _dr=3[ —dt=3mlt| =31 1)2 42/ + C).
/(x+1)2+2 ’ /t nlt] =3+ 1) +2[+C

1
Mit der Substitution t = T — dz = V/2dt ergibt sich

V2

7/ 1 d 7/ 1 d
(z+1)2+2 2) ((z+1)/vV2)?+1

—l/ ;dt—larctant—Larctan <LH)+C
V2 B+l 2 V2 V2 .

Damit erhalt man die Stammfunktion
/ 8x3 — 4322 4+ 462 — 39
x4 — 43 + 27
4 7 1
=21In|z — 3| +—3+31n|(x+1)2+2] — —= arctan <I+ ) + K.
x R—

V2 V2

dx
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Das Riemann-Integral
Definition:
a) Die Punkte z; € R, i =0, 1,...n mit
a=xg<r1 < - <xp,=0>
bilden eine Zerlegung Z des Intervalls [a,b] in die Teilintervalle [x; — x;_4],

t = 1,...n mit den jeweiligen Breiten Az; := x; — z;_; und der Feinheit
|Z| = max. | Az

.....

b) Gegeben sei eine Zerlegung Z von [a, b] und eine beschrankte Funktion
f : [CL, b] — IR mit fl € [;Uifl,ﬂfi], m; = inff([:ci,l, l’l])
und M; =: sup f([x;_1, z;]). Man definiert dann die

(i) Untersumme: ZmZ T — Ti_q)
(i) Riemannsche Summe: R;(Z) = Z f&)(z; — xiq),
(iii) Obersumme: Z M;(x; — z;4)

Bemerkung:

a) Fir jede Zerlegung Z gilt Us(Z) < Ry(Z) < O(2).

b) Fiir zwei beliebige Zerlegungen Z und Z gilt U;(Z) < O(Z).

Definition:
b
Falls sup Uy (Z) = i%f O4(2) gilt, heiBt [ f(z)dx :=sup, Up(Z) = inf; Os(2)
Z a

bestimmtes Riemann-Integral von f iiber das Intervall [a, b].
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Integrierbarkeitskriterien

Satz:

Gegeben sei eine beschriankte Funktion f : [a,b] — IR, dann gilt:

a) Ist f stetig auf [a,b], dann ist f iiber [a, b] integrierbar.
b) Ist f monoton auf [a,b], dann ist f {iber [a, b] integrierbar.

¢) Riemannsches Kriterium:
f ist iiber [a, b] integrierbar genau dann, wenn fiir jedes € > 0 eine Zerlegung existiert
fiir die gilt:
Of(Z) — Uf(Z) <e€.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

Gegeben sei eine stetige Funktion f : [a,b] — IR, dann gilt

a) F(z):= /f(t)dt ist eine Stammfunktion von f.

b) Ist F' eine Stammfunktion von f, dann gilt fiir das bestimmte Integral

/ F@)dz = F(b) — Fla) = Fx)]’ .

a
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Aufgabe 12:
Gegeben sei die Funktion f:[—1,1] — IR mit f(z) = 3z + 4.

a) Man berechne fiir die dquidistante Zerlegung

Zn:{_172_n74_n76_n7"'71}
n n n

des Intervalls I = [—1, 1] Unter- und Obersumme, also U¢(Z,) und Of(Z,), zu f.

b) Man weise die Integrierbarkeit von f nach.

1
¢) Man berechne / 3x + 4 dx iiber den Hauptsatz.

-1

Losung:
. 21 — . .
a) Mit z; = fir i = 0,1,...,n erhdlt man
n—1
Up(Zn) = > inf f([2s, wi]) (@ipr — )
i=0

_ S(g?i;n+4) (2(i+;)—n_2i;n)

n

n—

1

2 2

- 2 (n+6i):ﬁ<n2+6
=0

OfZa) = Y s f(frs i) s = )

_ "2_31(32(i+;)—n+4> (2(2’—1—71)—71_2@';71)

=0

n—1
2 2 —1 6
= =) (n+6i+6) 2(n2+6(n—)n—|—6n) = 8+ —
n? = n 2 n

b) f ist integrierbar, denn f ist stetig. Der Wert des Integrals ergibt sich dann durch

: 6 . 6
Jim O() = Jim (471) =5 = fim (8- 7) = lim 0.

1
3 2
c) /3:B+4da:: (%—i—ékv)
1

1
=8

-1




