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Definition

Gegeben sei die Funktion
f:la,b] = R
und die differenzierbare Funktion

F :la,b] — IR.

Man nennt man F' Stammfunktion von f,
wenn gilt

F'=f.
Ist F' eine Stammfunktion von f, dann heifit

/f(ﬂf)dﬂfi—F+C, C € R, C' = const.

unbestimmtes Integral von f.

Die Funktion f heifit Integrand und C Integrationskon-
stante.
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Tabelle einiger Stammfunktionen:

flx) |Fx)=][ f(x)de+C, C€eR
a ax + C', a € R
9
T
—+C
T 2+
CCOz—i—l
@ C e R\{-1
. To40. aeR\(-1)
e’ et +C
1
— Inlz|+C
x
sin x —cosx +C
COS & sinz + C
tan —In|cosz| +C
1
2 arctanx + C
T
! nz + C
S arcsin x
V1 —x?
sinh x coshx +C
cosh x sinhxz + C
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Integrationsregeln

Satz: (Linearitéit des unbestimmten Integrals)
Fir f,g : [a,b] — IR seien Stammfunktionen bekannt.

Mit den Konstanten «, 8 € IR gilt dann

/af()+ﬁg /f da:+6/ )dz +C .

Satz: (partielle Integrationsregel)

Fiir stetig differenzierbare Funktionen — w,v : [a,b] — IR gilt

/u(x)v’(x) dr = u(x)v(x) — /u’(m)v(:v) dr+ C'.
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Satz: (Substitutionsregel)

Sei f stetig auf dem Intervall |a, 0]
und g stetig differenzierbar auf dem Intervall [c, d]
und es existiere die Umkehrfunktion ¢=! zu g,

dann gilt mit der Substitution x = g(¢) und der

Merkregel: — =¢'(t) < dx =g (t)dt

a) /f(g(t))g’(t) dt = /f dr , Substitution

= F(z)+C, Stammfunktion

= F(g(t))+C, Riicksubstitution

b) / f)de = / F(g(t)g'(8)dt,  Substitution
/ i)

= )+ C, Stammfunktion

— F(g7'(2))+C, Riicksubstitution

= F(z)+C
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Aufgabe 5:

Man berechne alle Stammfunktionen zu
a) fi(x)=22" —5sinz, b) fo(x)=4cosx — Tsinhz

re’ x° — b’ x
c) f3lx)= 2+a: ; d)  falz) = ’ \5/5 i :

a) / 2x° — Hsinx dw

G
= §+5cosx+0,

b) / 4cosx — Tsinhz dx

= 4sinx — Tcoshx + C',
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C>/2—|—xe I

X

i

2
- / —4+e'dr = 2In|x|+ e+ C,

5 3
— 4
d>/3x \5/35+xdx
T

= /3x9/2—5x5/2+4x1/2dx

6 11/2 10 7/2 8 3/2
—113: 7:13 +3x +C
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Aufgabe 6:

Mit Hilfe der partiellen Integrationsregel berechne man

) / (32 — 1) cosh z dz

partielle Integration: w=3x —1, v =coshz

/(3x—1)coshxda: = (Sx—l)sinhx—/Bsinhxda:+C’

= (3x — 1)sinhx — 3coshz + C

b) / rInx dx

partielle Integration: ' =z, v=Inx

9 9
1
/xlna:d:z: = %lnaz—/ %Edaj

X2 22
= —] —— 4+ C
5 nx 4+
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c) / 2% cos x dx

partielle Integration: u = 2, v/ = cosw

/ z?cosx dr = xPsing — /2xsina: der + C
weitere partielle Integration: w = 2x, v/ =sinx

= x2sina:+2xcosa:—/2008xd3:+0

= 2%sinz +2xcosz — 2sinx + C
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d) / costsinh ¢ dt
partielle Integration: w = sinht¢, v/ = cost
/ costsinht dt = sintsinht — / sint cosh t dt + C

weitere partielle Integration: u = cosht, v/ = sint

= sintsinht — (— costcosht —/ —costsinht dt) + C

= sintsinht + cost cosh ¢ —/ costsinht dt + C

_ sintsinh ¢t + cost cosh t
= / costsinht dt = +C,

2
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e) // 1522 — 1 dx

partielle Integration:

/ 15xzvVre —1ldx =

u=15x, v =+ —1

2-15 2-15
Bx(x—1)3/2—/ Lla 12w +C

10z(z —1)3/? — / 10(z — 132 de 4+ C

20
E(.CU — 1)5/2 + C

10z(x — 1)%% —

(. — 1)%2(10z — 4(z — 1)) + C

2z — 123z +2)+C
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Aufgabe 7:

Mit Hilfe der Substitutionsregel berechne man

) / sin(x) cos?(z) da

Substitution: w = cosx — du = —sin(z) dz
/sin(:c) cos?(z) dr = —/u2 du
u? cos® x
= —+4+C = — C
3 * 3

b) / 20V a? + 1dx
Substitution: s=22+4+1— ds =2xdx

/zxmdx_/ 3 ds

23/2 (12 13/2
_ 2T ol (= +1)
3 3

+C.

12
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c) / 22" dx

dt
Substitution: t=z°> — dt =32*dr — dx =

32

1 1 1
/wzex?’dw—g/etdt—get+0—§e$3+0.

d)/ (In(2t + 3))* o

6t +9

d
Substitution: z =2t+3 — dr=2dt — dt = ;

(In(2t + 3))* 1 [ (In(x))! 1 (1 A
/ 610 dt:§/3—xda§:6/5-(ln($)) dx

weitere Substitution: w=Inzxz — du= —dx
T

1 4, u® ~ (In )’ ~ (In(2t + 3))°
—6/udU—30+C— 30 +C = 30 +C
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ef,lf
e) / T dx

dt dt
Substitution: t=e* — — =¢* — dr=—
dx t

v t o dt 1
/ ¢ da;=/ —=/ dt
e2r + 1 2241t t24+1

= arctant + C = arctane® + C

f)/tanxdm
/tana:dx:/ smxdx
COS T

Substitution: ¢t =cosx — dt = —sinx dx

sin
/ tanx dx = / dx
COS T

1
:_/ Eahj:—m]tH—C’:—ln\cos:z:|+0
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Aufgabe 8:

Man berechne die unbestimmten Integrale

a) / re’ % dx

partielle Integration: wu=x, v'=e

Sr—2 Sr—2
/xe5x2dazz%—/€ = dr +C
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1
vr+4

partielle Integration: u = x und v’ =

/\/%dx = x-2\/x+4—2/\/x+4dx—|—0
4
= 2$\/$+4—§($—|—4)3/2+O

2

Alternative, Substitution:

u=+vr+4 = v=u*—4, dr/du=2u— dr=>2udu

2_ 4
/\/%daz = /uu -Zudu:Q/u2—4du
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c) / cosh?t dt

Additionstheorem: cosh’t — sinh?t =1 und

partielle Integration: u = cosht, v' = cosht

/ cosh’t dt = / cosh t cosh t dt
= coshtsinht—/ sinhtsinht dt + C
= coshtsinht—/ cosh’t —1dt +C

= coshtsinht+/ 1dt—/cosh2tdt+é' =

2/Cosh2tdt — t4coshtsinht+C =

1
/cosh2tdt = §(t+coshtsinht)+0
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d)/md:ﬁ

Substitution:

r =sinht = dx =coshtdt und ¢ = arsinhx

/\/1+x2daz = /\/1+Sinh2t cosh t dt

= / cosh® t dt

1
= §(t+coshtsinht) +C

(arsinh:z: +xv1+ 5132) +C

DO | —
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e) / sin® t cos® t dt

Additionstheorem: cos?t +sin’t =1 und

Substitution: x =sint = dx = cost dt

/ sindtcos’tdt = / sin®t cos®t cost dt

= / sin® t(1 — sin®¢) cos t dt

— / (1 — %) dx

a2

- _~4iC
P06

4 .6
sm*t sin°t

= — +C
4 6
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f) / arcsin x dx

/ arcsin x dox = / 1 -arcsinz dz

partielle Integration:

W =1 v=arcsiner & r=sinv =

1 1
v' = (arcsinz)’ = — =
(sinv)"  cosw

1 1

1—811121)_ V1— 22

T
arcsin £ dxr = x arcsin & — ——dx +C
/ / V1 — a2
o 5 du
Substitution: ©w =1—2* — du = —2zdxr — 5 = xdx

1
arcsin x dr = xarcsinz -+ ——du+C
/ [ 5

= garcsine +u+C

= garcsinz +vV1—22+C



