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Definition

Gegeben sei die Funktion
f : [a, b]→ IR

und die differenzierbare Funktion

F : [a, b]→ IR.

Man nennt man F Stammfunktion von f ,
wenn gilt

F ′ = f .

Ist F eine Stammfunktion von f , dann heißt

∫
f(x) dx := F + C , C ∈ IR, C = konst.

unbestimmtes Integral von f .

Die Funktion f heißt Integrand und C Integrationskonstante.
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Tabelle einiger Stammfunktionen:

f(x) F (x) =
∫
f(x) dx+ C , C ∈ IR

a ax+ C , a ∈ IR

x
x2

2
+ C

xα
xα+1

α + 1
+ C , α ∈ IR\{−1}

ex ex + C

1

x
ln |x|+ C

sinx − cosx+ C

cosx sinx+ C

tanx − ln | cosx|+ C

1

1 + x2
arctanx+ C

1√
1− x2

arcsinx+ C

sinhx coshx+ C

coshx sinhx+ C

Integrationsregeln

Satz: (Linearität des unbestimmten Integrals)

Für f, g : [a, b]→ IR seien Stammfunktionen bekannt.

Mit den Konstanten α, β ∈ IR gilt dann

∫
αf(x) + βg(x) dx = α

∫
f(x)dx+ β

∫
g(x) dx+ C , α, β ∈ IR .
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Satz: (Substitutionsregel)

Sei f stetig auf dem Intervall [a, b]

und g stetig differenzierbar auf dem Intervall [c, d]

und es existiere die Umkehrfunktion g−1 zu g,

dann gilt mit der Substitution x = g(t) und der

Merkregel:
dx

dt
= g′(t) ↔ dx = g′(t)dt

a)

∫
f(g(t))g′(t) dt =

∫
f(x) dx , Substitution

= F (x) + C , Stammfunktion

= F (g(t)) + C , Rücksubstitution

b)

∫
f(x) dx =

∫
f(g(t))g′(t) dt , Substitution

=:

∫
f̃(t) dt

= F̃ (t) + C , Stammfunktion

= F̃ (g−1(x)) + C , Rücksubstitution

=: F (x) + C

Satz: (partielle Integrationsregel)

Für stetig differenzierbare Funktionen u, v : [a, b]→ IR gilt

∫
u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x) dx+ C .
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Aufgabe 5:

Man berechne alle Stammfunktionen zu

a) f1(x) = 2x5 − 5 sinx , b) f2(x) = 4 cosx− 7 sinhx

c) f3(x) =
2 + xex

x
, d) f4(x) =

3x5 − 5x3 + 4x√
x

.

Lösung:

a)

∫
2x5 − 5 sinx dx =

x6

3
+ 5 cosx+ C ,

b)

∫
4 cosx− 7 sinhx dx = 4 sinx− 7 coshx+ C ,

c)

∫
2 + xex

x
dx =

∫
2

x
+ ex dx = 2 ln |x|+ ex + C ,

d)

∫
3x5 − 5x3 + 4x√

x
dx =

∫
3x9/2−5x5/2+4x1/2dx=

6

11
x11/2−10

7
x7/2+

8

3
x3/2+C
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Aufgabe 6:

Mit Hilfe der partiellen Integrationsregel berechne man

a)

∫
(3x− 1) coshx dx , b)

∫
x lnx dx , c)

∫
x2 cosx dx ,

d)

∫
cos t sinh t dt , e)

∫
15x
√
x− 1 dx .

Lösung:

a) partielle Integration: u = 3x− 1 , v′ = coshx∫
(3x− 1) coshx dx = (3x− 1) sinhx−

∫
3 sinhx dx+ C

= (3x− 1) sinhx− 3 coshx+ C

b) partielle Integration: u′ = x , v = lnx∫
x lnx dx =

x2

2
lnx−

∫
x2

2

1

x
dx =

x2

2
lnx− x2

4
+ C

c) partielle Integration: u = x2 , v′ = cosx∫
x2 cosx dx = x2 sinx−

∫
2x sinx dx+ C

weitere partielle Integration: u = 2x , v′ = sinx

= x2 sinx+ 2x cosx−
∫

2 cosx dx+ C

= x2 sinx+ 2x cosx− 2 sinx+ C

d) partielle Integration: u = sinh t , v′ = cos t∫
cos t sinh t dt = sin t sinh t−

∫
sin t cosh t dt+ C̃

weitere partielle Integration: u = cosh t , v′ = sin t

= sin t sinh t− (− cos t cosh t−
∫
− cos t sinh t dt) + C̃

= sin t sinh t+ cos t cosh t−
∫

cos t sinh t dt+ C̃

⇒
∫

cos t sinh t dt =
sin t sinh t+ cos t cosh t

2
+ C,
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e) partielle Integration: u = 15x , v′ =
√
x− 1∫

15x
√
x− 1 dx =

2 · 15x

3
(x− 1)3/2 −

∫
2 · 15

3
(x− 1)3/2 dx+ C

= 10x(x− 1)3/2 −
∫

10(x− 1)3/2 dx+ C

= 10x(x− 1)3/2 − 20

5
(x− 1)5/2 + C

= (x− 1)3/2(10x− 4(x− 1)) + C

= 2(x− 1)3/2(3x+ 2) + C
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Aufgabe 7:

Mit Hilfe der Substitutionsregel berechne man

a)

∫
sin(x) cos2(x) dx , b)

∫
2x
√
x2 + 1 dx , c)

∫
x2ex

3

dx ,

d)

∫
(ln(2t+ 3))4

6t+ 9
dt , e)

∫
ex

e2x + 1
dx , f)

∫
tanx dx .

Lösung:

a) Substitution: u = cosx → du = − sin(x) dx∫
sin(x) cos2(x) dx = −

∫
u2 du = −u

3

3
+ C = −cos3 x

3
+ C

b) Substitution: s = x2 + 1→ ds = 2x dx∫
2x
√
x2 + 1 dx =

∫ √
s ds =

2s3/2

3
+ C =

2(x2 + 1)3/2

3
+ C .

c) Substitution: t = x3 → dt = 3x2 dx → dx =
dt

3x2∫
x2ex

3

dx =
1

3

∫
et dt =

1

3
et + C =

1

3
ex

3

+ C .

d) Substitution: x = 2t+ 3 → dx = 2 dt → dt =
dx

2∫
(ln(2t+ 3))4

6t+ 9
dt =

1

2

∫
(ln(x))4

3x
dx =

1

6

∫
1

x
· (ln(x))4 dx

weitere Substitution: u = lnx → du =
1

x
dx

=
1

6

∫
u4 du =

u5

30
+ C =

(lnx)5

30
+ C =

(ln(2t+ 3))5

30
+ C
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e) Substitution: t = ex → dt

dx
= ex → dx =

dt

t

∫
ex

e2x + 1
dx =

∫
t

t2 + 1

dt

t
=

∫
1

t2 + 1
dt = arctan t+ C = arctan ex + C

f)

∫
tanx dx =

∫
sinx

cosx
dx

Substitution: t = cosx → dt = − sinx dx∫
tanx dx =

∫
sinx

cosx
dx = −

∫
1

t
dt = − ln |t|+ C = − ln | cosx|+ C
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Aufgabe 8:

Man berechne die unbestimmten Integrale

a)

∫
xe5x−2 dx , b)

∫
x√
x+ 4

dx , c)

∫
cosh2 t dt ,

d)

∫ √
1 + x2 dx , e)

∫
sin3 t cos3 t dt , f)

∫
arcsinx dx .

Lösung:

a) partielle Integration: u = x, v′ = e5x−2∫
xe5x−2 dx =

xe5x−2

5
−
∫
e5x−2

5
dx+ C =

xe5x−2

5
− e5x−2

25
+ C ,

b) partielle Integration: u = x und v′ =
1√
x+ 4∫

x√
x+ 4

dx = x · 2
√
x+ 4− 2

∫ √
x+ 4 dx+ C

= 2x
√
x+ 4− 4

3
(x+ 4)3/2 + C =

2

3
(x− 8)

√
x+ 4 + C

Alternative, Substitution:

u =
√
x+ 4 ⇒ x = u2 − 4, dx/du = 2u→ dx = 2u du∫
x√
x+ 4

dx =

∫
u2 − 4

u
· 2u du = 2

∫
u2 − 4 du

= 2

(
u3

3
− 4u

)
+ C =

2u

3

(
u2 − 12

)
+ C =

2

3
(x− 8)

√
x+ 4 + C

c) Additionstheorem: cosh2 t− sinh2 t = 1 und

partielle Integration: u = cosh t, v′ = cosh t

∫
cosh2 t dt =

∫
cosh t cosh t dt = cosh t sinh t−

∫
sinh t sinh t dt+ C̃

= cosh t sinh t−
∫

cosh2 t− 1 dt+ C̃ ⇒
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2

∫
cosh2 t dt = t+ cosh t sinh t+ C̃ ⇒

∫
cosh2 t dt =

1

2
(t+ cosh t sinh t) + C

d) Substitution: x = sinh t ⇒ dx = cosh t dt und t = arsinhx∫ √
1 + x2 dx =

∫ √
1 + sinh2 t cosh t dt =

∫
cosh2 t dt

=
1

2
(t+ cosh t sinh t) + C =

1

2

(
arsinhx+ x

√
1 + x2

)
+ C

e) Additionstheorem: cos2 t+ sin2 t = 1 und

Substitution: x = sin t ⇒ dx = cos t dt∫
sin3 t cos3 t dt =

∫
sin3 t(1− sin2 t) cos t dt =

∫
x3(1− x2) dx

=
x4

4
− x6

6
+ C =

sin4 t

4
− sin6 t

6
+ C

f)

∫
arcsinx dx =

∫
1 · arcsinx dx

partielle Integration: u′ = 1, v = arcsinx ⇔ x = sin v ⇒

v′ = (arcsinx)′ =
1

(sin v)′
=

1

cos v
=

1√
1− sin2 v

=
1√

1− x2

∫
arcsinx dx = x arcsinx−

∫
x√

1− x2
dx+ C

Substitution: u = 1− x2 → du = −2x dx → −du
2

= x dx

∫
arcsinx dx = x arcsinx+

∫
1

2
√
u
du+ C

= x arcsinx+
√
u+ C = x arcsinx+

√
1− x2 + C


