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fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 2

Definition

Gegeben sei die Funktion
fila,b) = R

und die differenzierbare Funktion

F :]a,b] = IR.

Man nennt man F Stammfunktion von f,
wenn gilt

F=f,

Ist F' eine Stammfunktion von f, dann heif3t

/f(w)dx::F+C, C €R, C = konst.

unbestimmtes Integral von f.

Die Funktion f heifit Integrand und C Integrationskonstante.
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Tabelle einiger Stammfunktionen:

f(x) ()= [ f(zx)de+C, CelR
a ar + C', a€cR
x %2+C’
o+l
® a—|—1+C’ a € R\{-1}
e’ e +C
é In|z|+C
sinx —cosz + C
COS T sinz 4+ C
tan —In|cosx| +C
1
52 arctanx + C'
1 .
ﬁ arcsinx + C
sinh x coshz +C
cosh x sinhz + C
Integrationsregeln

Satz:

Fir f,g: [a,b] — IR seien Stammfunktionen bekannt.

(Linearitét des unbestimmten Integrals)

Mit den Konstanten «, € IR gilt dann

/af(a:)+ﬁg(x) de = a/f(a:)dw—l—ﬁ/g(x) dr+ C',

a,fE€R.
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Satz: (Substitutionsregel)

Sei f stetig auf dem Intervall [a, b]

und g stetig differenzierbar auf dem Intervall [c, d]

und es existiere die Umkehrfunktion ¢=! zu g,

dann gilt mit der Substitution z = g(¢) und der

d
Merkregel: d—f =g (t) < dx=g(t)dt

a) /f(g(t))g’(t) dt = /f(:c) dr , Substitution
= F(x)+C, Stammfunktion

= F(g(t))+C, Riicksubstitution

b) / flz)dx = / f(g(t)g'(t) dt , Substitution
= / f(t) dt
= F(t)+C, Stammfunktion
= F(g7'(z))+C, Riicksubstitution

= Fz)+C

Satz: (partielle Integrationsregel)

Fiir stetig differenzierbare Funktionen w,v :[a,b] — IR gilt

/u(m)v/(ac) dr = u(z)v(x) — /u’(m)v(m) de +C.
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Aufgabe 5:

Man berechne alle Stammfunktionen zu

a) fi(r) =22° —5sinw, b) folr) =4cosx — Tsinhz

T 5 3
O falx) = 2 —|—xxe 7 A filz) = 3x \5/9; + 4x .

Losung:

6
a) /2x5—5sinxda: = %+5COS$+C,

b) /4cosx—7sinhxdx = 4sinz — 7coshz + C',

2 v 2
c)/ e dx:/—+e$d:v:2ln|x|—l—ex+0,
x x

6 10 8

5 3
Sa7 bt 4xdx = /3m9/2—5x5/2+4a:1/2dm = V23724 3324 C
3

N

4 11 7
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Aufgabe 6:

Mit Hilfe der partiellen Integrationsregel berechne man

a) /(Sx—l)cosha:das, b) /xlnxda: ) c) /ZBQCOSQSdQZ :

d) / costsinht dt | e) / 152vx — 1dx .

Losung:

a) partielle Integration: wu =3z —1, v = coshx

/(3x—1)cosha:dx = (Sx—l)sinhx—/Bsinhxdx—i-C
= (3z —1)sinhz —3coshz + C

b) partielle Integration: « =z, v=Inz

1‘2

x? x? 1 x?
/xlnxd:c = ?lnx—/ ?de = 5lnx—z+0

c) partielle Integration: u = 2%, v/ = cosx

/ r?cosz dr = z?sinx — /2xsinx dx +C
weitere partielle Integration: u =2x, v/ =sinx
= 2°sinz + 2wcosz — /QCosxdx +C
= a%sinz +2xcosx — 2sina + C
d) partielle Integration: —« =sinht, v' = cost
/ costsinht dt = sintsinht — / sint cosht dt + C
weitere partielle Integration: u = cosht, v/ =sint
=sintsinht — (— costcosht — / —costsinht dt) + C

=sintsinht + costcosht —/ costsinht dt + C

sintsinht + costcosht
2

= / costsinht dt = +C,
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e) partielle Integration:

/ 152V —1dxe =

u=15z, v =+xr —1

2-1 2-15
35””(95 )32 —/ - DPde+C

10z(z — 1)%?% - / 10(z — 1)*?dz + C

20
3/2—€($—1)5/2+C

10x(z — 1)
(z —1)%2(102 — 4(z — 1)) + C

2(x —1)*2Bx+2) + C
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Aufgabe T7:

Mit Hilfe der Substitutionsregel berechne man

a) / sin(z) cos®(z) dz, b) / 20vVa? + 1dx , ) / 22 dx

(In(2t + 3))* / e” /
—_ f .
d) / 6t 19 at , e) T dx | ) tan x dz

Losung:
a) Substitution: w = cosz — du = —sin(z) dx
, 9 5 u? cos® x
sin(z) cos”(x)de = — [ u du = —3—1—0 =3 +C

b) Substitution: s=2>+1— ds=2rdx

23/2 212 13/2
/2:16\/932+1dx:/\/§ds: 83 +C:%+C,

at

c¢) Substitution: t=2a* — dt =32*dr — dv = 3.2
x

1 1 1
/xQel’Sdaz:§/etdt:§et~|—C’:§6x3+C.

d
d) Substitution: = =2t+3 — dr=2dt — dt= 73:

(In(2t + 3))* 1 [ (In(z))* L [1 4
/ Wdtzé/ 3—xdx:6/ ;(ln(x)) dx

1
weitere Substitution: w=Ilnz — du= —dz
T

1 g, u ~ (lnz)® _ (In(2t 4 3))°
= /u du—30+C’— 30 +C = 30 +C
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dt dt
e) Substitution: t=e* - — =€ — dr=—
dx t
er t dt 1
dr = — = dt = arctant + C = arctane” + C
/62”—1—1 /t2+1t /t2+1

f) /tanmdx:/ Y g
COS T

Substitution: ¢t =cosz — dt = —sinz dx

i 1
/tanxdm:/ MY dx:—/—dt:—1n|t|+C:—ln|cosx|+C
cos T t
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Aufgabe 8:

Man berechne die unbestimmten Integrale

a) / e’ % dy b) / \/% / cosh?t dt |,
T

/\/1+x2d:c , €) /sm tcos t dt /arcsinq:dx.

Losung:

a) partielle Integration: wuw=uz, v =e¢

S5x—2 S5r—2 S5xr—2 bxr—2
_— e e ze e
dr = - dr +C = — +
/xe T 3 / 5 x+C E o C,

1
Vo +4

/\/;ﬂdx - :c-2\/x+4—2/\/x+4dx+0

b) partielle Integration: u = x und v’ =

4
= 2x\/x+4—3(:v—|—4)3/2+0 = 3( Ve +4+C

Alternative, Substitution:

u=vVr+4 = r=u?—4, dr/du=2u— dr=2udu

24
/\/;_de = /uu -2udu:2/u2—4du

3 2u 2
= 2(u——4u)+0— 3 (u? —12)+C’=§(x—8)\/x+4+0

3

¢) Additionstheorem: cosh?t —sinh®¢ =1 und

partielle Integration: w = cosht, v = cosht

/ cosh’tdt = / coshtcosht dt = coshtsinht — / sinhtsinht dt + C

= coshtsinht—/cosh%—ldt%—é’ =
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2/ cosh’tdt = t+coshtsinht+C =

1
/costhdt = §(t+coshtsinht)+0

d) Substitution: =z =sinht = dr =coshtdt wund ¢ = arsinhz

/\/1+x2d95 = /\/1+sinh2tcoshtdt:/coshztdt

1
= 3 (t + coshtsinht) + C =

(arsinhx +av1+ x2> +C

N | —

e) Additionstheorem: cos?t +sin’t =1 und

Substitution: =z =sint = dx = costdt

/ sin®tcos®tdt =

—

sin®t(1 — sin®t) cost dt = / 3(1 — 2%) dx

=~

x 0 sin*t  sin®¢
4 6 4 6

f) / arcsinz dr = / 1-arcsinz dx

+C

partielle Integration: «' =1, v =arcsinx < x =sinv =

1 1 1 1
v' = (arcsing) = ——— = = =
(sinv)"  cosv V1 —sin2y  V1—a?

/ arcsinz dr = xr arcsinx — dr +C

T
/ V1—22
e 9 du
Substitution: v=1-—2° — du= —2xdx — —5 =xdx
/ 1 d 1 —i—/ ! du+C
arcsinz dr = wxarcsinzx —— du
2y/u

= garcsinz +vu+ C = varcsine + V1 — a2+ C



