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Inhalte der Vorlesung Analysis Il.

GleichmaBige Konvergenz.
Potenzreihen.

Elementare Funktionen.
Interpolation.

Integration.

Kurven und Kurvenintegrale.
Numerische Quadratur.
Extrapolation.

Periodische Funktionen, Fourier—Reihen.
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Schnelle Fourier—Transformation (FFT).
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Kapitel 6. Potenzreihen und elementare Funktionen

6.1. GleichmiBige Konvergenz

Definition: Sei (f,)nen,, mit f, : D — C fir D C C™, eine
Funktionenfolge. Dann konvergiert die Folge (f5)nen,

@ punktweise gegen f : D — C, falls gilt
Ii_}m fo(z) = f(2) fir allez € D.
o gleichmaBig gegen f : D — C, falls gilt

lim ||fp — fllo=0
n—00

Bemerkung: Aus gleichmaBiger Konvergenz folgt punktweise Konvergenz.
Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.
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6.1. GleichmaBige Konvergenz

Beispiel: Betrachte die Folge (f,)nen stetiger Funktionen definiert durch
1—nx : 0<x< %
0 : % <x<1
Diese Folge konvergiert punktweise gegen die unstetige Grenzfunktion
1 : x=0
f(x) =

0 : 0<x<1

Allerdings konvergiert (f,), nicht gleichmaBig gegen f, denn es gilt

1o —flloo =1 fiir allen € N
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Wichtiges Resultat zur gleichmaBigen Konvergenz.

Satz: Falls eine Folge (f,), stetiger Funktionen 7, : D — C, D c C™
gleichmaBig auf D gegen f : D — C konvergiert, so ist f stetig auf D.

Beweis: Zeige die Stetigkeit von f in zy € D. Sei dazu € > 0 gegeben und
n hinreichend groB, sodass
13
fo—flloo < =
Iy = Flloo < £
Wahle 6 > 0 hinreichend klein, sodass

|ma—@@n<§ fiir alle ||z — zo|| < &
Dann gilt
£(z) = f(z0] < [f(2) — fa(2)] + [Fa(2) — fal20)] + |fn(20) — f(20)]

+

< +§:5 fiir allez € D mit ||z — z|| < 4.

Wl m
w| m
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Das Majorantenkriterium von WeierstraB.

Satz: Sei (fy)nen, eine Funktionenfolge mit f, : D — C, D € C™, und es
gelte

|fa(2)] < by fiiralleze€ D und ) by < 0
n=0

fiir eine reelle Folge (bp)nen,. Dann ist die Reihe
f(z) = Z fa(z) firze D,
n=0

gleichmaBig und absolut konvergent auf D.

Folgerung: Sei (f,), eine Folge stetiger Funktionen, sodass
o
f(z):=) fa(z) fiirzeD,
n=0

auf D gleichmaBig konvergiert. Dann ist f stetig in D.
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Beweis und Vertauschbarkeit Differentiation/Summation.

Beweis: Punktweise und absolute Konvergenz folgen aus dem
Majorantenkriterium fiir Reihen. Die gleichmaBige Konvergenz folgt mit

Yo @< D @IS Y ba<e

n=m+1 n=m+1 n=m+1

<

> fa(2) = f(2)
n=0

und dem Cauchy—Konvergenzkriterium fiir unendliche Reihen.

Satz: Sei (f,)n eine Folge differenzierbarer Funktionen f.(a, b) — R, sodass

o0

F(x) =Y falx) g(x):=>)_ fi(x) firxe (ab),
n=0 n=0

auf (a, b) gleichmaBig konvergent sind. Dann ist die Funktion f
differenzierbar auf (a, b), und es gilt ' = g, d.h.

o0

d . / 0o
Ix Z:% fo(z) = 2 fi(z)  fir allex € [a, b].
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Kapitel 6. Potenzreihen und elementare Funktionen

6.2. Potenzreihen

Definition: Eine Reihe der Form
f(z):Zak(z_ZO)k mit ax, zp,z € C
k=0

heiBt (komplexe) Potenzreihe zum Entwicklungspunkt zy € C.

Beispiel: Die (komplexe) Exponentialfunktion ist definiert durch die
Potenzreihe

K
Z ..
exp(z) = Z o firze C
k=0
Weiterhin: Elementare Funktionen sind iiber Potenzreihen definiert:

In(z), cos(z),sin(z), ...
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Beispiel: Taylor—-Reihenentwicklung.

Betrachte fiir f : R — R, f € C*°, die Taylor—Reihe

> £(k)
T(x) = Z k(|XO) (x — xo)* mit xg, x € R
k=0 '

Bemerkungen.

@ Die Taylor-Reihe einer C*°—Funktion ist im Allgemeinen nicht
konvergent.

e Konvergiert die Taylor-Reihe T(x), so nicht notwendigerweise gegen
f(x).

o Falls

2 £(k) (5
) =3 TP )t
k=0

so nennt man die Funktion f reell analytisch.
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Konvergenzradius einer Potenzreihe.

Satz: Zu jeder Potenzreihe

[e.e]

Z ak(z = Z())k mit ag, zp,z € C
k=0

gibt es eine Zahl r > 0 mit den Eigenschaften

o0

|lz—2z| <r = Zak(z — 7)%  absolut konvergent
k=0
o

|lz—z|>r = Zak(z — z)*  divergent
k=0

Die Zahl r > 0 heiBt Konvergenzradius der Potenzreihe.
Die Potenzreihe konvergiert fiir alle p mit 0 < p < r auf

Ko@) = {z €C ||z~ ] < p}

sogar gleichmaBig.
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Konvergenzradius einer Potenzreihe.

Beweis: Wir definieren

oo
ri= sup{]w| | Zakwk konvergent}

k=0

@ Dann gilt 0 < r < oo und fiir |z — z5| > r ist die Potenzreihe divergent.
@ Gilt r =0, so ist die Potenzreihe nur fiir z = z; (absolut) konvergent.

@ Seinun r >0 und 0 < p < r. Dann gibt es ein w € C mit |w| > p, sodass

oo
E dk Wk
k=0

konvergiert. Insbesondere ist die Folge (akwk)kzo beschrankt, d.h. es gibt
eine Schranke M > 0 mit

lagw*| < M fir allek >0
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Konvergenzradius einer Potenzreihe.

Beweis: (Fortsetzung) Fiir z € C mit |z — z| < p < |w/| gilt somit

k k
— 2y Z— 2y

<M

|ak(z = 20)"| =

w

und weiterhin B
Z — 2y Z— 2y

< <1 fir allek > 1,

w

sodass die geometrische Reihe

Z—ZO

>

k=0

w

konvergiert. Mit dem Majorantenkriterium von WeierstraB konvergiert die
Potenzreihe

o0

Z ak(z — Zo)k

k=0

absolut und gleichmiaBig fiir alle z € C mit |z — z| < p.
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Die Formel von Cauchy—Hadamard.

Satz: Den Konvergenzradius r > 0 einer Potenzreihe

oo

Zak(z—zo)k mit ay, 29,z € C
k=0

kann man mit der Formel von Cauchy—Hadamard berechnen:

r (siehe 3.3 aus Analysis I)

1
 limsup &/[ag]
k—o0
Beweis: Verwende hierzu das Wurzelkriterium
Vk>ko : t/|lak(z—20)k| < g <1< limsup y/|ak(z — z0)¥| < 1

k—o00

1

& limsup/akllz—znl<le|z— 2| < —————

k—00 2] | | | lim sup {/|a|
k—o0
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Konvergenz von Potenzreihen.

(0.0
Satz: Fiir eine Potenzreihe > ay(z — z9)* gelten folgende Aussagen.
k=0

a) Falls einer der beiden Grenzwerte

ak

k41

F= , oder r= lim

kl—>oo Kk |ak| k— o0

existiert (oder falls r = c0), so stimmt dieser Grenzwert mit dem
Konvergenzradius der Potenzreihe iiberein.

b) Differenziert man die Potenzreihe, so erhdlt man wiederum eine Potenzreihe,
oo

f'(z) = Z akk(z — z)k 71,
k=1

deren Konvergenzradius mit dem Konvergenzradius r der Ausgangsreihe
tbereinstimmt, auch im Fall r = 0 oder r = .

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 14 /188



Beweis des letzten Satzes.

Beweis: Der erste Teil von a) folgt aus der Formel von Cauchy—Hadamard.
Verwende fiir den zweiten Teil von a) das Quotientenkriterium:

ak+1(z _ Zo)k—i—l

k+1
<l & — — 1
ak(z — Zo)k |Z ZO‘ a
und somit
_ o \k+1
lim 2ki1(2 Zo)k <l & |z—2z|< lim il
k—ro0 ak(z — Zo) k—00 | k41

Zu Teil b): Berechne den Konvergenzradius mit Cauchy-Hadamard, womit

lim sup {/k|ak| = I|m sup v/ | ak|

k— o0

wegen vk — 1 fiir k — oo. Somit sind die Konvergenzradien der beiden
Potenzreihen identisch.
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Beispiele.

o0

o Die Reihe Y k!zK konvergiert nur fiir z = 0, denn k!z* ist fiir z # 0

keine NuIIfnge. Der Konvergenzradius ist in diesem Fall r = 0.

o0

o Die geometrische Reihe S z hat den Konvergenzradius r = 1.
k=0
1S9 Zk

e Die Exponentialreihe o hat den Konvergenzradius r = oc.
k=0 K

o0
@ Aus der Differentiation der geometrischen Reihe i = 3 zK ergibt
k=0

sich:
1 o
a2 D kT =1422432+42 4. fiir]z] <1
—Z
k=1
o lik(k—l)zk_2:1(2+6z+12z2+ )
(1-2z)3 o 2
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Potenzreihenentwicklung des Logarithmus.

o Beachte: Die integrierte Potenzreihe

)k+1

besitzt den gleichen Konvergenzradms wie die Potenzreihe
>
k=0
@ Anwendung: Die Integration der Potenzreihe

1 o0
1—1—222(_

liefert eine Potenzreihenentwicklung der Logarithmusfunktion

o0

(DX o
In(1+x)zz X fir —1<x <1
= k+1
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Potenzreihenentwicklung von arctan.

@ Weitere Anwendung: Integration der Potenzreihe

iarctanx Lt i(—l)kxy( fir —-1<x<1
= 5 =
dx 1+x —~

liefert die Potenzreihenentwicklung

arctan x = i ﬂxzwrl fir —-1<x<1
= 2k +1 ’
Bemerkungen:
@ Eine Potenzreihe ist innerhalb ihres Konvergenzkreises K, (zy) stetig.
@ Reelle Potenzreihen sind C>°~Funktionen auf (xo — r,xo + r).

@ Eine reelle Potenzreihe stimmt mit einer Taylor—Reihe iiberein:

X £(k)
f(x) = Zkﬁxo)(x —x0)< fiir|x —xo| < r
k=0 '
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Identitatssatz und Abelscher Grenzwertsatz.

@ ldentitatssatz fiir Potenzreihen: Sind
(o @] o
Zak(x—xo)k und Zbk(x—xo)k
k=0 k=0

reelle Potenzreihen, die in einem Intervall (xo — &, xg + €) die gleiche
Funktion darstellen, so gilt:

ax = by fur alle k > 0.

@ Abelscher Grenzwertsatz: Reelle Potenzreihen der Form
o
F(x) = ai(x — x0)*
k=0

sind iiberall dort stetig, wo sie konvergieren, d.h. insbesondere in den
Randpunkten des Konvergenzintervalls.
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Beispiel zum Abelschen Grenzwertsatz.

Beispiel: Die Reihe

o0
1)
1+x:zk+1 “1<x<1

k=0

konvergiert auch fiir x = +1. Somit ist nach dem Abelschen Grenzwertsatz

insbesondere die Gleichung

o~ (1)
In(1+1) = —_q=
=Y =
k=0
giiltig. Daraus folgt die Darstellung
o0
—1)k
In2 = (k )1
par
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Rechenregeln fiir Potenzreihen.

Satz: Seien -
f(z) = Z az" und g(z Z by z
k=0
Potenzreihen mit den Konvergenzradien 1 > 0 und r» > 0. Dann gilt:
a)
Z ak + b)z¥  fiir|z| < min(r1, rp)
k=0

o0
= Z/\akzk fir|z| < n

c) Cauchy—Produkt fiir Potenzreihen

f(z) g Z (Z ajby— /> K fiir|z| < min(r1, )

k=0
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Weitere Rechenregeln fiir Potenzreihen.

Satz: Seien f(z) = > 3%, akz* und g(z) = >.7°, bkz" Potenzreihen etc.

d) Ist £(0) =0, so 1Bt sich die Potenzreihe f(z) in die Potenzreihe g(z)
einsetzen, d.h. es gibt ein r3 > 0 und eindeutige Koeffizienten ¢, € C mit

(gof)(2) z)) = chzk fir|z| < r3

e) Ist £(0) # 0, so besitzt die Funktion 1/f(z) eine Potenzreihenentwicklung,
d.h. es gibt ein r4 > 0 und eindeutige Koeffizienten dx € C mit

oo

1 .
@ Z K fiir|z| < n,
k=0

die sich nach dem Cauchy—Produkt in c) wie folgt rekursiv berechnen.

aodo = ].7 aodk = — Z d/ak_,, k = 1,2, oo
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Beispiele zu den Rechenregeln fiir Potenzreihen.

Beispiel 1. Wir definieren den cosinus hyperbolicus fiir x € R durch
1
cosh(x) = 5 (e +e™)

und ersetzen e* durch die Potenzreihe exp(x) = > ;2 Xk— Dann gilt

1 {1 =1
cosh(x) = Q(kz_%k kz_:k )

=1
= Z(2k)lx2k fir allex € R.
k=0 ’

Analog erhilt man fiir x € R den sinus hyperbolicus durch

(e.9]

sinh(x) =

N =

. (2k + 1)!

1
o

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure

1
(eX = e*X) = = X%l fiirallex € R.

23/188



Beispiele zu den Rechenregeln fiir Potenzreihen.

Beispiel 2. Fiir

erhalten wir
= - (S ()
- (1_7+7’¢ .).(1+x+x2+...>

1 1\ 4

1 1
(1—2,+ ) X+ fir—1<x<1
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Beispiele zu den Rechenregeln fiir Potenzreihen.

Beispiel 3. Wir setzen

X
Dabei lautet die Potenzreihe des Nenners
= 1
X 1 _ k+1 .
e 1_,(_07(/“"1)!)( firx € R

x) verwenden wir den Ansatz

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 25/188



Fortsetzung von Beispiel 3.

00 1 00 B 00 k B
1:(§:U«+Ufﬁ>'<hAX>::§:<§%nw—j+1ﬂ>Xk

k=0
Koeffizientenvergleich ergibt

B
= I(k — 1+ 1)!

Damit bekommt man

k—1
k!
B():]., Bk:_lzgﬂ(l(—wBl (k:1,2,)

Die Zahlen B, nennt man Bernoullische Zahlen:
1 1

1 1
80:17 B].:_iv 82:67 B3:O7 B4:_3707 B5:07 86257"'
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Kapitel 6. Potenzreihen und elementare Funktionen

6.3. Elementare Funktionen
Die Exponentialfunktion ist fiir z € C definiert durch

k
ep(z) =3 22

1=0

?‘\»—‘

hat Konvergenzradius r = oo, und daher ist exp(z) ist fiir alle z € C stetig.

Fiir reelle Argumente ist exp : R — R unendlich oft differenzierbar mit

dix exp(x) = exp(x), exp(0) =1

Anfangswertproblem fiir gewohnliche Diferentialgleichung.
Suche zu a € R eine Funktion y(x) mit

Y'(x)=a-y(x), y(x)=x
Die (eindeutige) Ldsung dieses Anfangswertproblems ist gegeben durch
y(x) = yo - exp(a- (x — x0))
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Eigenschaften der Exponentialfunktion.

Funktionalgleichung: Es gilt
exp(z + w) = exp(z) - exp(w) fiir allez,w € C

Folgerung:
Fiir die Exponentialfunktion gilt:
1) exp(z) # 0 fiir alle z € C.

2) exp(—z) = 1/ exp(z) fiir alle z € C.

)
3) exp(x) > 0 fiir alle x € R.
)

4) Asymptotisches Verhalten fiir x — +oc:
XLTOO exp(x) = oo und XLTOO exp(x) =0
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Weitere Eigenschaften der Exponentialfunktion.

Fiir die Exponentialfunktion gilt weiterhin:

5) ;
. X
lim

——— =0 firalleneN.
% exp(x)

6) exp : R — R ist streng monoton wachsend mit exp(R) = (0, c0).

7) Fir die Eulersche Zahl e := exp(1) gilt: Es gilt:

=1 , 1\"
e = exp(l)—zm—nll_)rrgo(1+n>
k=0

e = 2.718281828459045235360287 ...
Die Eulersche Zahl ist e eine irrationale Zahl.
8) Es gilt exp(gx) = (exp(x))? fiir alle g € Q und x € R.

29 /188
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Der natiirliche Logarithmus.

Da die Exponentialfunktion auf R streng monoton wachsend ist, besitzt
exp : R — (0, 00)

eine eindeutige Umkehrfunktion,
In:(0,00) = R

Diese Umkehrfunktion nennt man den natiirlichen Logarithmus.

Eigenschaften:
1) In: (0,00) — R ist streng monoton wachsend und stetig.

2) Esgilt: lim Inx=—oo und lim Inx = 0.
x—0+ X—+00

3) Es gilt die Funktionalgleichung
In(x-y)=Inx+Iny firallex,y > 0.
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Weitere Eigenschaften des Logarithmus.

4) Potenz:
In(x9) =gq-Inx firallex >0, qgeQ.

5) Spezielle Funktionswerte:
In(1)=0 wund In(e)=1

6) Der natiirliche Logarithmus ist auf (0, 0o) differenzierbar mit

1
— Inx=— fur alle x > 0.
dx X

7) Es gilt die Potenzreihenentwicklung

k+1

= (=T
n(l+ x) = XKL fiir —1<x < 1.
k=0
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Die allgemeine Potenzfunktion.

Fiir a > 0 und g € Q hatten wir
a% =exp(q-Ina)
Wir definieren daher allgemeine Potenzen wie folgt.
a®:=exp(z-lna) fira>0,zeC

Eigenschaften der allgemeinen Potenzfunktion.

1) Die Funktion f(x) = a* ist auf R streng monoton wachsend fiir a > 1 und
streng monoton fallend fiir 0 < a < 1.

2) Es gilt:

sowie
k-3 = ax+y7 (ax)y = Y
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Weitere Eigenschaften der allgemeinen Potenz.

3) Fiir a # 1 besitzt y = a* eine Umkehrfunktion

y(x) = log, x
den Logarithmus zur Basis a, wobei gilt

Inx .
log,x = — fiirx >0
Ina

4) Es gelten die Differentiationsregeln

d
&(ax) = Ina-a* firxeR, a>0
d a a—1 o
&(x) = ax firaeR, x>0
< (1og, x) fiirx,a > 0
o (1082 iy furx,a>0.
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Verallgemeinerung des binomischen Lehrsatzes.

Satz: Es gilt

o

(1+x)? Z(Z)xk firaeR, —1<x<1
=0

mit
a 1
(k>::kl [[(a—J) firk>0
L2

Beweisidee: Rechte Seite I6st die Differentialgleichung (1 + x)g’(x) = a - g(x).
Spezialfdlle. Fiir —1 < x < 1 gelten die Entwicklungen

1 1
1 _ 1 - _72 73_ 4 _
—+ x —|—2x 8x +16 7128 ==

1 1 3 5 35
et A g =
VIt x R TR T T
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Hyperbolische Funktionen.

Fiir z € C definieren wir
1 _
cosh(z) = §<ez+e Z)

sinh(z) = %(ez—e_z>

mit den entsprechenden Potenzreihenentwicklungen

= 1
cosh(z) = Z (2k)!z2k
k=0
: — 1
smh(Z) — Z (2k—|— ].)' 2k+17

die aus der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion folgen.

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 35/188



Eigenschaften der hyperbolischen Funktionen.

1) Die Funktion cosh ist gerade und sinh ungerade, d.h. es gilt
cosh(—z) = cosh(z) und sinh(—z) = —sinh(z) fiirallez € C

2) Fir die Ableitungen der hyperbolischen Funktionen gilt

d
acosh(x) = sinh(x)

d
o sinh(x) = cosh(x)
3) Es gelten die Funktionalgleichungen

sinh(x +y) = sinhxcoshy + coshxsinhy
cosh(x +y) = coshxcoshy + sinhxsinhy

4) Es gilt die algebraische Relation
cosh? x — sinh? x = 1
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Inverse hyperbolische Funktionen, Areafunktionen.

Die Funktion sinh ist streng monoton wachsend auf R, die Funktion cosh
ist streng monoton wachsend auf [0, co).

Die jeweiligen Umkehrfunktionen bezeichnen wir mit arcosh und arsinh.

Es gilt
arsinh(x) = In(x+Vx2+1) firxeR
arcosh(x) = In(x+ m) firl <x < oo
sowie
% arsinh(x) = \/)(2174_1 firx e R
a arcosh(x) = x21—1 firl <x < oo
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Die trigonometrischen Funktionen.

Wir setzen fir z € C

(_1)k 2k+1

Sihz = (2k—|—]_)|

gL

0

o0 k
=1
cosz = E ( )z2k

Die Funktionen sin und cos besitzen jeweils Konvergenzradius r = oo, sind
somit auf ganz C erklart und dort stetig.

Eigenschaften:

1) sin ist eine ungerade, cos eine gerade Funktion, d.h. es gilt
sin(—z) = —sin(z) und cos(—z) = cos(z) fiir allez € C

2) Weiterhin gilt: sin(0) = 0 und cos(0) = 1.
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Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen.

3) Es gilt:

sinz

Cos z

sin® z + cos? z

cosz + isin z, e ¥ =cosz—isinz

1

o (eiz — e_iz> = (sin x cosh y) + i(cos x sinh y)

1/ . .
5 (e’z + e*’z> = (cos x cosh y) — i(sin x sinh y)

1

4) Es gelten die Funktionalgleichungen

sin(u+v) = sinucosv + cosusinv

cos(u+v) = cosucosv —sinusinv

5) Fiir die reellen Ableitungen bekommt man

—sinx =cosx und —cosx = —sinx
dx d
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Tangens— und Kotangensfunktionen.

Wir setzen fir z € C

sin z T
t = —+ k
anz o5z (z # 5 + k)
cotz = c?sz (z # k)
sin z

Eigenschaften:
1) tan und cot sind
2) Es gilt

tanz

cotz

m—periodische, ungerade Funktionen.

eiz _ efiz
Ieiz + e—iz

fijrzyég—irkw,keZ,

iz —iz
= I,e—I—ie. firz £ km, k € Z.
4

eiz — e
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Reihen—Entwicklung von Tangens und Kotangens.

Es gelten die Reihen—Entwicklungen
2

tanz = z+lz3—|——25+£z7+
- 3 15 315

e 22k 22k 1
— Z 7( I )|ng|22k71 fiir |Z‘ < g

1 z 1., 2, 1 ,

t = _— —- - — _— _— —
cotz Z 3 45° 045" 4725”0
1 oo 22k
= —— Z K] |Bok|2$7 fiir0 < |z| <

mit den Bernoullischen Zahlen B,y.

Reelle Ableitungen: Im jeweiligen Definitonsbereich gilt

1 d
——tanx=——>— und ——cotx=—-—
dx cos? x dx sin® x
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Kapitel 7. Interpolation

7.1. Problemstellung

Gegeben: Diskrete Werte einer Funktion f : R — R an n + 1 Stiitzstellen
X0 < X1 < ... < Xp.
Eingabedaten: (xo, f), (x1, 1), - -, (Xn, fn)-
Gesucht: Einfache Funktion p : R — R, die die Daten interpoliert, d.h.
p(x;) =f; fiurallei=0,1,...,n.

Zum Beispiel: p Polynom, trigonometrisches Polynom, rationale Funktion.
Fragen:
@ Gibt es so ein p? Falls ja, ist p eindeutig?

@ Wie sieht die Lésung p aus und wie berechnet man p?
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Klassische Polynom—Interpolation.

Bestimme ein Polynom (hochstens) n—ten Grades
pn(x) = ao + a1x 4+ axx® 4 ... + apx",

das die gegebenen Daten interpoliert, d.h. p,(x;) = f;, 0 < i < n.

Erster Losungsansatz:

Die Interpolationsbedingungen ergeben ein lineares Gleichungssystem

ao+axotaigt...+axg = fo
2 n o __

agt+aixit+axy+...+anxy = fi
2 n __ f

ap + aixp + axx, + ...+ anx, = fp
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Vandermonde—Matrix.

Die Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems

F1 xg xg B
) ao fo
1 x1 xg ... Xx{ a fi
a i
L 1 xp x,% X7 ! g
kurz
V.a=f
heiBt Vandermonde—Matrix.
Satz:
Fiir die Determinante der Vandermonde-Matrix V = V/(xg, x1, ..., xn) gilt
det V(xg, ..., xn) = H (xj — xi)
0<i<j<n
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Existenz und Eindeutigkeit der Interpolation.

Folgerung: Falls die Stiitzstellen xg, ..., x, paarweise verschieden sind, so
ist die Vandermonde—Matrix V' regular.

Satz: Zu paarweise verschiedenen Stiitzstellen
X ={x0,x1,..., %} CR

und Funktionswerten
fb7f17"')fl'l ER

gibt es genau ein interpolierendes Polynom p, vom Hochstgrad n mit
pa(xi) = fi furalle0<i<n

Aber: Wir berechnen die Lésung auf Grund der Komplexitdt nicht iiber
das lineare System V -a=f.
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Kapitel 7. Interpolation

7.2. Interpolationsformeln nach Lagrange und Newton
Langrange—Darstellung.
Definieren Lagrange—Polynome

o) (=) (e =) e (x— )
G (xj =x0) - - (x5 —xj—1) - (X = Xjg1) - ... - (Xj — Xn)

= HM fiir 0 < j < n.

Dann ist L; ein Polynom vom Grad n, und es gilt

Lj(x,-)—{é :;j fiir 0 < i,j < n.
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Losung mit der Lagrange—Darstellung.

Die Interpolationsaufgabe
pn(xi) = fi furalle0 </ <n

wird gelost durch das (eindeutige) Polynom pp(x)

n

pn(x) := foLlo(x) + ... + fala(x) = fiLi(x)
i=0

Die obige Darstellung von p, heiBt Lagrange—Darstellung.
Beispiel: Wir betrachten die Daten
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Beispiel zur Lagrange—Darstellung.

Wir betrachten die Daten
Xj ‘ 0 ‘ 1|2 ‘ 3
filojo]4]18

Dann sieht die zugehérige Lagrange—Basis wie folgt aus.

(x = 1)(x—2)(x —3) (x = 0)(x —2)(x — 3)

La>) 0-Do-20-3 X = @oa-2a-3
(x =0)(x —1)(x—3) _ (x=0)(x-1)(x—2)
La{x) c-oe-ne-3 =¥ = Eooe-1GE-2
Das interpolierende kubische Polynom ps besitzt die Darstellungen
pa(x) = 4-Lx(x)+ 18- L3(x)
_ _4X(X— 12)(x—3) +18X(X—16)(X—2)
B
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Interpolation in der Newton—Darstellung.

Betrachte die Newton—Basis
i—1
wi(x) = H(x - X;) fir0 <i<n.
j=0

Dann gibt es eindeutige Newton—Koeffizienten ¢, c1,...,c, € R mit

pn(x) = Zc;w;(x)
i=0

= ctalx—x)+...+ca(x—x0)...(x —Xxp_1)

Die obige Darstellung von p, heiBt Newton—Darstellung.
Beachte: Es gilt

Pn(Xo) = O
pa(x1) = <o+ calxa —xo)
Pr(x2) = c+calxe—x)+ ol —x)(e —x)
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Berechnung der Newton—Koeffizienten.

Beachte: Aus den Interpolationsbedingungen folgt

po(x0) = a=f = a="f

palxt) = aotak-x)=fi = a= )2 :)f;

pn(xn) = c+calxn—x0)+-..+ calxn—x0)(Xn — x1) - .. (Xn — Xn—1)
L of

mit

1 n—1
Ch = m (fn - Iz_; C,'LL),'(X,,))
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Folgerungen aus der Newton—Darstellung.

@ Zur Berechnung von ¢; benétigt man nur die ersten (j + 1) Daten
(x0; fo0), - - > (5> 1)
Notation:
¢ = flxo0, X1, . ., Xj—1, Xj] firj=0,1,...,n
@ Nimmt man ein Datum (xp41, fr41) hinzu, so gilt:
Pnt1(x) = pn(x) + cnprwn+1(X)
mit
o1 — Pa(Xns1)
wn+1(Xn41)

Cn+1 =
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Die Methode der dividierten Differenzen.

Satz: Die Koeffizienten
¢ = flxo0, X1, - - -, Xj—1, Xj] firj=0,1,...,n

des interpolierenden Newton—Polynoms
n
pn(x) = ciwi(x)
i=0
sind gegeben durch die dividierten Differenzen

fix] = f

fxiv1s - Xigu] = Flxis oo Xigr—1]
Xt — X

f[Xf7Xf+17"'7Xf+k] =
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Effiziente Berechnung der dividierten Differenzen.

Rekursives Berechnungsschema der dividierten Differenzen fiir n = 3.

flxi, xix1] X0, g1, Xiv2]  FX5, Xig1, Xig2, Xiq3)

x | fxi]
xo | fo
x| f
x|
3| f
Zum Beispiel:
f[Xo, Xl]
f[le X2, X3]

f[Xo, X1]
fx1, xo] fx0, X1, X2]
flx2, x3] flx1, X2, X3] flxo, X1, X2, x3]

flal — flxol _ hi—fo
X1 — Xo X1 — Xo

flx2, x3] — fx1, x2] _ 1 (7%—6

X3 — X1 X3 — X1 X3 — X2
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Der Interpolationsfehler.

Fiir das Interpolationspolynom gilt
() = F(x) — pnlx)
= (%) = [Pata(x) = Corrwnia(x)]
= f[xo0,---,Xn,X] Wnt1(x)
Satz: Sei f € C™1([a, b]). Dann gibt es ein £ € [a, b] mit

1
(n+1)!

flxo, .- s Xnt1] = Firt(g)

Folgerung: Fiir den Interpolationsfehler gilt die Abschatzung

max_ [f("D(€)] - [wnia (%))

‘f(X) — Pn(X)’ < (n i 1)! ¢€la,b]

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 54 /188



Tschebyscheff-Knoten.

Beachte: Ein Term des Interpolationsfehlers ist das Knotenpolynom

n

wnt1(x) = H(X — Xi)

i=0
Optimierungsproblem: Bestimme die Knoten xg, x1, . .., x,, so dass
n
max H(x — X;)
X0,---sXn€[a,b] |+ 7
=

minimal auf [a, b] ist.

L6ésung: Fiir das Intervall [—1, 1] sind die Tschebyscheff~Knoten optimal

2j+1
xj-:cos<J+ 7T> firj=0,1,...,n
n
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Kapitel 7. Interpolation

7.3. Spline—Interpolation

Sei A, eine Unterteilung des Intervalls [a, b]:
A, : a=x<x3<- - <X 1<Xp=b

mit Teilintervallen [x;_1,xj], j=1,...,n.
Definition: Eine Funktion S : [a, b] — R heiBt kubischer Spline, falls
@ S € C%Ja,b]), d.h. S ist zweimal stetig differenzierbar auf [a, b],

@ S ist auf jedem Teilintervall [xj_1, x;], 1 < j < n ein kubisches Polynom:
S00) [pgrml = 55(x) = 3 + bj(x = x1-1) + G(x = x5-1)* + dj(x — x-1)°
Ziel: Interpolation der Daten (xj, f;), 0 < j < n mit kubischen Spline S, so dass

S(xj)=f; fur0<j<n.
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Interpolation mit kubischen Splines.

Beobachtung:
Ein kubischer Spline besitzt 4n Parameter, die wie folgt bestimmt werden.

@ Interpolationseigenschaft:
si(xji—1) = fi-1 und  sj(x;) = f; fir allel <j < n,
o Stetigkeit der Ableitung:
si(xj) = sj1(%) firallel <j<n-—1,
@ Stetigkeit der zweiten Ableitung:

/!

s7(x7) = sjy1(%) firallel <j<n-—1.

Dies sind insgesamt (4n — 2) Gleichungen fiir 4n Parameter.

Resultat: Es fehlen noch zwei Bedingungen!
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Zwei weitere Nebenbedingungen.

Definition: Ein kubischer Spline heiBt

@ natiirlicher Spline, falls $”(a) = S”(b) =0,

e periodischer Spline, falls S()(a) = S()(b), i =0,1,2,
@ allgemeiner Spline, falls S'(a) = f/(a), S'(b) = '(b).

Beachte: Jede drei obigen Bedingungen liefert zwei weitere Gleichungen.

Satz: Unter allen interpolierenden C>~Funktionen minimiert der natiirliche
kubische Spline das Funktional

b
Iy] == / (v"(x))? dx

Bemerkung: Das Funktional / miBt die Kriimmung von y approximativ.
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Berechnung des natiirlichen kubischen Splines.

Sei S auf dem Teilintervall [x;_1, x;] gegeben durch

5i(x) = 3 + bi(x — x-1) + Gi(x = x-1)* + dj(x — x;-1)°

so gilt
a = fia
f—Ff_1 2M,_1+ M;
b‘ — J J _ J J h
J hj 6 J
M;_
g = —
M: — M;_,
d' — J J
7 6h;

wobei hj = x; — xj_; fiir 1 <j <n.

Die Momente M; = S”(x;) losen ein lineares System mit Tridiagonalmatrix.
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Herleitung des Splines mit Momentenmethode.

Der gewdhlte Ansatz
M; = S"(x), fir0<j<n,

heiBt Momentenmethode: s;’(x) ist eine Gerade mit
Mj — Mj—

J

si'(x) = Mj_1 +

] (x=x-1)  mith =xi—x1

Zweifache Integration iiber Intervall [xj_1, x] liefert

M: — M;_
si(x) = Bj+Mj—1(X—Xj—1)+JT,J1(X—Xj—1)2
J
M:_ M; — M;_
si(x) = A+ Bi(x—x-1)+ J21(X—Xj—1)2+ J6h-1 > (x — xj-1)
J

mit den Integrationskonstanten A;, B;.
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Losung der Bedingungsgleichungen.

Aus den Interpolationsbedingungen sj(xj_1) = fi_1 und s;(x;) = f; folgt direkt

fi—f1 h
L I=L (M) +2M; 1) (1)

A= fia und B =" .

mit der Stetigkeit von S’ bei x;, 1 < j < n, d.h. s/(x;) = s/, ;(x;) weiterhin

i Mj T Mj_l

B; >

hj:Bj_H ﬁ]rlSan—l. (2)

Einsetzen von (1) in (2) ergibt schlieBlich n — 1 lineare Gleichungen

fia—f  6—f_
hiMj 1+ 2(h; + hjy1)M; + hjpaMj = 6 ( H— — 2=
hj1 hj

1<j<n-—1, fir die n — 1 unbekannten Momente My, ..., M,_1.
Beachte: Die Momente My = 0 und M, = 0 sind bereits bekannt.
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Tridiagonalsystem fiir die Momente.

Das hergeleitete (n — 1) x (n — 1) lineare System hat die Form

2/(1 h2 Ml dl
h2 2/(2 h3 M2 d2
hn—2 2kn—2 hn—l Mn—2 dn—2
hn—l 2kn—l Mn—l dn—l

mit hj:xj—xj_l,lgjgn, kj:hj+hj+1,1§j§n—1, und

fion—f  fi—fi_
d=6(H—4 I firl <j<n—1,
hj+1 hj

sowie den Randwerten My = M, = 0.
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AbschlieBende Bemerkungen zu Splines.

@ Der natiirliche kubische Spline kann effizient berechnet werden, namlich
durch Lésen des Tridiagonalsystems in nur O(n) Schritten.

@ Ein interpolierender Spline vermeidet (unerwiinschte) Oszillationen.
@ Fiir f € C* gilt die asymptotische Fehlerabschitzung
If(x) — S(x)| = O(h*), h—0
wobei h = maxi<j<, h;.
@ Verwendet man einen vollstandigen Spline mit Randbedingungen
S'(a)=f'(a) und S'(b)=f'(b)

so erhalt man ein Tridiagonalsystem, das effizient gelost werden kann.

@ Verwendet man periodische Splines, so erhalt man kein Tridiagonalsystem.
Die Lésung kann dennoch effizient in O(n) Schritten berechnet werden.
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Kapitel 8. Integration

8.1. Das bestimmte Integral

Sei f : [a, b] — R eine beschrinkte Funktion auf einem Kompaktum
[a, b] C R.

Definition: Eine Menge der Form
Z={a=xp<x3<---<xp,=b}

nennt man eine Zerlegung (Partition, Unterteilung) des Intervalls [a, b].

Die Feinheit der Zerlegung ist dabei

121l = max (x — xi-1)

Man bezeichnet mit Z bzw. Z[a, b] die Menge aller Zerlegungen von [a, b].
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Riemannsche Summen.

Definition: Jede Summe der Form

n—1

Re(Z) =) f(&)(xis1 —x)  fiirx <& < xia
i=0

nennt man eine Riemannsche Summe der Zerlegung Z,

n—1

Ur(Z) =) inf £([xi, xi41]) (Xig1 — %)

i=0
nennt man die Untersumme von f(x) zur Zerlegung Z,

n—1

Of(Z) = ZSUP f([xi, xi41]) (xie1 — xi)

i=0

nennt man die Obersumme von f(x) zur Zerlegung Z.
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Eigenschaften von Riemannschen Summen.

Beobachtung: Aus den Definitionen folgt direkt:

o Fiir feste Zerlegungen gilt stets
Ur(Z) < Re(Z2) < Or(2)
@ Ist Z; eine feinere Zerlegung als 75, d.h. Z> C 73, dann gilt
Ur(Z2) < Ur(Z1) und  Of(Z1) < Of(22)
o Fiir zwei beliebige Zerlegungen Z; und Z> gilt daher stets
Ur(Z1) < Of(22)
und

Ur(22) < Of(Z1)
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Das Riemannsche Integral.

Beobachtung: Es existieren die Grenzwerte (liber immer feinere Zerlegungen):

b
[ f(x)dx = sup{Us(Z) : Z € Z]a, b]} (Unterintegral)

Qf(x) dx = inf{O((Z) : Z € Z[a,b]} (Oberintegral)

a

Definition: Eine Funktion f(x) heiBt (Riemann-)integrierbar iiber [a, b], falls
Unter— und Oberintegral iibereinstimmen, d.h.

/ab F(x) dx == /ab F(x) dx = /abf(x) dx

In diesem Fall heiBt .
/ f(x) dx

das (Riemann-)Integral von f(x) iber [a, b].
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Beispiele zum Riemann—Integral.

Die konstante Funktion f(x) = c ist integrierbar, denn

n—1

Uf(Z) = Of(Z) = z_: C(X,'+1 — X,') = C(b — a)
und somit

Fiir f(x) =x,0<x <1, un

i (i+1 1 1
Ue(Z)) = - o)==
(Zn) ] n n) 2 2n
n—1 . . o
i+1/i+1 1 1
0:(Z,) = _ ==
(Zn) ; n ( n n> 2 u 2n
und somit
! 1
F(x) dx =
| feo =3
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Weitere Beispiele zum Riemann—Integral.

@ Betrachte

— 0 : x€[0,1]nQ
(X)_{l . x€[0,1]\Q

Dann gilt fiir jede Zerlegung: Ur(Z2) =0, Of(Z)=1.

Somit ist die Funktion nicht integrierbar.

0 : x#c
f(X)={ :

@ Betrachte

1 : x=c

fiir a < ¢ < b. Dann ist die Funktion f integrierbar mit

/abf(x)dx:O,

denn es gilt
Ur(Z)=0 0<0x(2) <2|Z|
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Eigenschaften des Riemann—Integrals.

Satz: Seien f(x) und g(x) integrierbar iiber [a, b]. Dann gilt:

a) Fiir a<c < bist f iiber [a, b] integrierbar, genau dann wenn f iiber [a, ]
und [c, b] integrierbar ist, und es gilt

/abf(x)dx—/acf(x)dx+/cbf(x)dx

b) Linearitat: Mit f und g ist auch af(x) + Bg(x) fiir a, B € R integrierbar:

/ab (af(x) +5g(x)> dx = a/ab f(x) dx+ﬁ/abg(x) dx

c) Positivitat: Falls f(x) > 0 fiir alle x € [a, b], so gilt

/bf(x)dxzo.

d) Monotonie: Falls f(x) < g(x) fiir alle x € [a, b], so gilt:

/ ) e = / A
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Standardabschatzungen zum Riemann—Integral.

Satz: Sei f integrierbar liber [a, b]. Dann gelten die Abschitzungen

b
(b— a) - inf(fla, b])g/ f(x)dx < (b— a)-sup(fla, b))

und weiterhin

| /f () di

Falls |f(x)| integrierbar ist, so gilt

‘ /abf(x)dx

< (b—a)-sup{|f(x)| : a<x < b}

s/abv(x)dx
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Beweis des letzten Satzes.

Fiir die Zerlegung Z = {a, b} von [a, b] folgt sofort

b
inf(F[a, b]) - (b—a) = Us(Z) < /f(x)dx

< 0¢(Z) =sup(fa, b]) - (b— a)

Weiterhin folgt wegen £ (x) < |f(x)|, fiir alle x € [a, b], die Ungleichung

/abf(x)dx < /abf(x)|dx

O|(Z) = sup{|f(x)] : a<x < b}-(b—a)
Bemerkung: Die obige Abschatzung

IN

inf([a, b]) - (b— 2) /f

liefert insbesondere die Positivtat des Integrals.
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Weitere Bemerkungen.

@ Die Aussage

/abf(x)dX:/acf(x)dx+/cbf(x)dx

gilt fiir beliebige Anordnungen von a, b, c.

Wir definieren daher
b a
/ f(x)dx:—/ f(x) dx
a b
/ f(x)dx=0

Re(Zm) — /b f(x) dx

sowie

@ Ist f(x) integrierbar, so gilt

fur alle Zerlegungsfolgen {Z,,}m C Z[a, b] mit || Zny] — 0 fiir m — cc.
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Kapitel 8. Integration

8.2. Kriterien fiir Integrierbarkeit

Satz: (Riemannsches Kriterium)
Sei f : [a, b] — R eine beschrankte Funktion. Dann sind dquivalent

a) f(x) ist integrierbar iiber [a, b].
b) Fiir alle € > 0 gibt es eine Zerlegung Z € Z[a, b] mit O¢(Z) — Ur(Z) < e.
Beweis: Fiir £ > 0 gibt es eine Zerlegung Z € Z[a, b] mit

0 < Of(Z)—/bf(x)dx<5/2,

0

IN

/b F(x) dx — Up(Z) < &/2,

a) — b): Folgt aus der Addition der beiden Ungleichungen.
) — a): Die Integrierbarkeit von f folgt direkt aus b) mit

0< /bf(x)dx/b f(x)dx < O¢r(Z) — Ue(Z) < €.

o
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Beschrankte monotone Funktionen sind integrierbar.

Satz: Eine beschrankte monotone Funktion f : [a, b] — R ist integrierbar
Beweis: Fiir eine uniforme Zerlegung Z € Z[a, b] mit

x=a+i(b—a), 0<j<n,

und fiir f monoton wachsend gilt

0HZ)~Ur(Z) = S (Fls1) — F)) - G — )

Jj=0

P23 (Fog) — ) = 22 (F(6) — F(a)) < ¢
=0

J

fir hinreichend groBes n. Nach dem Riemanschen Kriterium ist f integrierbar.

Analog zeigt man die Integrierbarkeit fiir f monoton fallend.
75 /188
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Stetige Funktionen sind integrierbar.

Satz: Eine stetige Funktion f : [a, b] — R ist integrierbar iiber [a, b]..
Beweis: f ist sogar gleichmiaBig stetig auf dem Kompaktum [a, b]. Daher gibt es
zu jedem € > 0 ein § > 0 mit

5
b—a

x=yl<é = [f(x)-fly)l<

Fiir eine Zerlegung Z € Z[a, b] mit Feinheit || Z| < ¢ gilt dann

n—1

Or(Z) - Us(2) = _Z(sup Fxj, xj+1] — inf £[x;, xi1]) - (xi01 — %))

€
= ZE‘(XJH—XJ):5
Somit ist f nach dem Riemannschem Kriterium integrierbar.
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Kapitel 8. Integration

8.3. Der Hauptsatz und Anwendungen

Definition: Seien F,f : [a, b] — R Funktionen mit F/(x) = f(x),
a < x < b. Dann heiBt F(x) Stammfunktion von f(x).

Bemerkung:

@ Ist F(x) eine Stammfunktion von f(x), so sind alle Funktionen der
Form

l-:(x) =F(x)+c
mit einer Konstanten ¢ € R Stammfunktionen von f(x).

@ Sind Fi(x) und F2(x) Stammfunktionen von f(x), so ist die Funktion

F1(x) — Fa(x)
konstant.
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Hauptsatz der Integral— und Differentialrechnung.

Satz: Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion. Dann gilt:
a) Die Funktion

ist eine Stammfunktion von f(x).

b) Ist F(x) eine Stammfunktion von f(x), so gilt

/b F(£) dt = F(b) — F(a)

Beweisideen:
a) Zeige, dass gilt:

|1(F<x T h)— F() — (%)

p — 0 fir h — 0.

b) Folgt direkt aus a) mittels

Fx) = / F(t)dt+ C.
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Beweis von a).

Wir zeigen, dass F’'(x) = f(x) gilt.
Sei h # 0 so, dass x, x + h € [a, b]. Dann gilt

(F(x +h) = F(x)) = f(x)

>

< sup{|f(t) —f(x)| : |t —x| < hund t € [a, b]}
- 0 (h—0),

mit der (gleichmaBigen) Stetigkeit von f auf [a, b].

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 79/188



Beweis von b).

Mit Teil a) gilt

fiir eine Konstante C. Daraus folgt

F(b) = /b f(t)dt+ C

F(a) /af(t)dt—l—C:O—i—C:C

und somit

F(b) — F(a) = /b £(t) dt
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Bemerkungen.

@ Teil a) des Hauptsatzes gilt auch fiir stiickweise stetige Funktionen.

An den Unstetigkeitsstellen ist die Stammfunktion allerdings nur
einseitig differenzierbar mit

F'(x7) = lim f(t) F'(x") = lim f(t)

t—x— t—xt

@ Eine Stammfunktion einer Funktion f(x) nennt man auch das
unbestimmte Integral von f(x) und man schreibt

F:/f(x)dx

Die Funktion F ist bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.
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Beispiele zur Integration.

Wir bezeichnen mit C stets die Integrationskonstante.

1
/x"dx = mx”“—!—C firn# —1
1 ..
/fdx = In|x|+C fiir x # 0
X
/sinxdx = —cosx+ C
/cosxdx = sinx+ C
1
/7dx = arctanx + C
1+ x2
1 1 1+ x
——dx = | C
/1—X2 x 2'"‘1><Jr
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Weitere Beispiele zur Integration.

1
/eaxdx = ;eaX+C fira#0
1 .
/bxdx = —b+C firb>0,x >0
Inb
/Inxdx = x(lnx—1)+C fir x >0
/Iogbxdx = %UHX*].)‘FC fir b>0,x >0

/sinhxdx = coshx+ C

/coshxdx = sinhx+ C
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Wichtige Integrationsregeln.

Satz (Linearitdt): Sind f, g : [a, b] — R stiickweise stetig, so gilt
/(af(x) + Bg(x)) dx = a/ f(x) dx + B/g(x) dx

fir alle a, 8 € R.
Satz (Partielle Integration): Sind u, v : [a, b] — R stetig differenzierbar, so gilt

/u(x) v/ (x) dx = u(x)v(x) — / v (x)v(x) dx
fir unbestimmte Integrale, womit fiir bestimmte Integrale folgt
b b
/ u(x)v'(x) dx = u(b)v(b) — u(a)v(a) — / u'(x)v(x) dx
a a
Beweis: folgt direkt aus Produktregel der Differentiation.
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Die Substitutionsregel.

Satz: Ist h: [a, b] — [c, d] stetig differenzierbar und f : [c, d] — R stetig
mit Stammfunktion F(x), so gilt:

/ F(R(E))H(£) dt = F(h(t))

Fiir bestimmte Integrale erhdlt man somit
b h(b)
/ f(h(t))H' (t)dt = / f(x) dx
a h(a)
= F(h(b)) — F(h(a))
Beweis: folgt direkt aus der Kettenregel der Differentiation:

d /
—(F(h(8))) = f(h(z)) - H'(2)
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Beispiele.

@ Linearitat:
/(28x3—|—12x2 —2x+3)dx =7x* +4x> = x* +3x + C

o Partielle Integration:

/xexdx—xex—/ede—(x—l)eX+C

o Partielle Integration:

/Inxdx = /1-Inxdx:x-|nx—/x-1dx
X

= x(Inx—-1)+C
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Ein weiteres Beispiel zur partiellen Integration.

/sinzxdx = /sinx~sinxdx

= sinx(—cosx)+/coszxdx

= —sinxcosx+/(1 — sin® x) dx

= 2/sin2xdx = —sinxcosx +x+ C
. 2 1 :
= sin“xdx = E(X—smxcosx)—FC
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Ein Beispiel zur Substitutionsregel.

Substituiere x = h(t) = acost in

/aa VI—(x/a)2dx = /ﬂo V11— cos? t(—asint) dt

denn

Somit gilt

0
/ V1 —cos?t (—asint)dt

T
a/ sin® t dt
0
T am

= a(t—sintcost)
0

/1 1— (x/a)2dx
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Ein weiteres Beispiel zur Substitutionsregel.

Substitutiere x = h(t) = t?, d.h. t = \/x fiir x > 0 in

/eﬁdx:/ettht

denn es gilt
H(t) =2t
Daraus folgt
/e\/;dx = /ettht
= 2(t—1)e'+C

= 2(Vx—-1)eV*+C
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Bemerkung.

@ Nicht jedes Integral 1Bt sich explizit “lésen”, d.h.
@ nicht jede (integrierbare) Funktion besitzt “einfache” Stammfunktion bzw.

@ manche Stammfunktionen lassen sich nicht durch Komposition von
elementaren Funktionen darstellen.

Beispiele:
int
Si(x) = / %dt (Integralsinus)
0
erf(x) 2 /Xe_t2 dt  (Fehlerfunktion)
rf(x) = — rfunktion
™
fo
E(x,k) = / (1 — k2sin? t)i% dt (Elliptische Integrale)
0
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Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Satz: Sei f : [a, b] — R stetig, p: [a, b] — R integrierbar und p(x) > 0 fiir
a < x < b. Dann existiert ein & € [a, b] mit

b b
[ e ax=f6) [ (o
Beweis: Da f(x) stetig und p(x) > 0 folgt:
min([a, b]) - p(x) < F(x)p(x) < max(£[a, b]) - p(x)

Integration iiber [a, b] liefert:

b b

b
) /p(x) dx < /f(x)p(x) ok = il b])~/p(x) dx

a a

Die Behauptung folgt dann aus dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen.
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Mittelwertsatz der Integralrechnung: Spezialfall.

Fiir den Spezialfall p(x) =1 gibt es ein £ € [a, b] mit

b
/ F(x) dx = F(€) - (b— a)
Beobachtung: Schreibt man diese Beziehung als
F(b) — F(a) = F'(§)(b— a)

mit der Stammfunktion F(x) von f(x), so folgt Mittelwertsatz der
Differentialrechnung fiir die Stammfunktion F(x):

F(e) = F(b)_:—(a) fiir ein & € [a, b].
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Der Satz von Taylor.

Man erhilt die Taylor—Entwicklung einer Funktion f € C"1 um xg durch n—fache
partielle Integration:

f(x)—f(x) = /X f’(t)dt:/x(x—t)of'(t)dt

X0 X0

= (x—x)f'(x0) + /X(X — )M (t) dt

X0

"L ) (x 1 [~ e
=y k(i )(x—xo)“rm/(x—t) F(r D (t) dt
k=1 ’ ’ al

Daraus bekommt man die Lagrange—Restgliedformel aus dem Mittelwertsatz:

1 X 1
(x — )" (1) dt =

al G 0= ) i ein € € [0,
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Kapitel 8. Integration

8.4. Integration rationaler Funktionen

Ziel: Integration rationaler Funktionen R(x) mit
(X) n m
R(x) = p—, wobei  p(x) = Z axk, q(x) = Z bix*
k=0 k=0

Methode: Partialbruch—Zerlegung von rationalen Funktion R(x).

Ansatz:
- a1 Qo Qjk;
R(x) = pi(x)+ |: J J +..._|_J.:|
00 = P2 G2 T T
> P+ B " = 57 B
Jj=m+1
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Erlauterungen.

@ Ohne Einschrankung: p(x) und g(x) keine gemeinsamen Nullstellen.

@ Das Polynom pi(x) tritt nur auf, falls

deg p > deg q

In diesem Fall berechnet man p;(x) mit Polynomdivision, und es gilt

=R(x) —pi(x) <= p(x)=pi(x)-q(x)+ p2(x)

mit deg(p2) < deg(q).
@ Das Nennerpolynom g(x) besitze

o die reellen Nullstellen x; mit Vielfachheit k;;

o die komplexen Nullstellen z; = a; + ib; mit Vielfachheit k;

und damit komplex konjugierte Nullstellen Z; = a; — ib;
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Ansatz der Partialbruchzerlegung.

m
a1 (0 %1) Qi
RE) = mb0+ Y [t 2
; (x =) = (x—x)? (x = x)"
n
Yj1X + 0j1 Vi X + Oji;
+ o P T
P [[(x —a BT T -t B

Unbekannte Parameter, die bestimmt werden miissen:
ojy, J=1,...,m, =1k
Vits J=m+1,...,m, I=1,.. .k
i, J=m+1,...,m, =1k

Diese Parameter werden durch Koeffizientenvergleich berechnet, die rechte Seite
wird dabei auf den Hauptnenner gebracht.
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Beispiel.

Wir betrachten die rationale Funktion

1—x
R(x) = —+——
(*) x2(x2+1)
@ Ansatz:

(e7%) Qi Y1 X T 51
R = — r— 1 =

(x) X + X2 x24+1

= 1-x = x(x*+1)ag + (x*> + Dag + x*(71x + 61)

@ Ausmultiplizieren:
1—x= (a1 +7)x> + (2 + 61)x* + aux + az
@ Koeffizientenvergleich:
a1+711 =0, ax+6=0, ag=-1, ap=1

@ Partialbruchzerlegung:

1 1 x—1
R(x)=—=+ =4+ X2
(x) X+X2+X2+1
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Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

Bei der Integration rationaler Funktionen gibt es 4 Grundtypen:

o Typ I: Polynome:

s s
Z k 4, _ Z Sk k+1

/ CiX dx = mx +C
k=0 k=0

o Typ lI: Inverse Potenzen:

In|x —xo| + C fir/ =1

/ dx N
(x =) L . L C firl=2,3
1= (X—Xo)l_1+ url=2,3,...
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Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

o Typ llI: Inverse Quadrate:

1 ,
//::/de fir e N

o Fir /=1 gilt
1
I]_ = / )(274_1 dX = arCtan(X) + C

e Fiir / > 1 kann man /; wie folgt rekursiv berechnen.

X
(211

fy = [(3—2/)/,1 - fiir | =2,3,...

20— 1)
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Herleitung der Rekursion.

@ Substitution: Setze u = x%+ 1 in

2x du 1 1
/(X2+1)’dx - le—l.u’*l—FC

@ Partielle Integration:

1 x2 41 X 2x
Il_ = D S = _ = e /
-1 /(x2+1)/—1 dx /(x2+1)’ dx /2 E+1) dx + I
= X - Iy + 1
20— N2 +1)y~1 2a—n 7
Somit:
1 X o ]
I[—2(1_/) |:(32/)I/_1W:| fUr/—2,3,
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Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

Typ IV:
/ cx+d / 2(x — a) dx+(d+ca/ dx
[(x — a)? b2]/ [(x — a)? + b?]/ [(x + b2/
@ Erstes Integral:
2(x — a) du
dx = —
/ [(x — a)2 + p?]! / u!
In|(x —a)®>+ b?|+ C firl =1
= 1 1 ..
=1 [x—ap ey O TR
@ Zweites Integral:
dx 1 / dt mit £ — X —a
[(x —a)2+p2) b1 ) (2 +1) b
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Beispiel.

Betrachten erneut die rationale Funktion

1—x
R(x) = ——
(x) x2(x?+1)
_ 1 1 x-1
- x x2 x2+41

Somit bekommt man

/ R(x)dx =

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH)

/dx dx 1/ 2x dx
2 ] x2+41

1
—In|x| - =+
X

Analysis Il fiir Ingenieure

/

dx
x2+1

1
B In(x?> + 1) — arctanx + C
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Substitution bei verwandten Integralen.

Sei R(x) eine rationale Funktion.

Dann lassen sich die folgenden Integrale durch Substitution vereinfachen.

/R(eX)dx:/R(tt)dt

e Mit t = tan(x/2) bekommt man

@ Setze t = eXin

1— ¢2 2t

cos(x) = ire und sin(x) = T8

und somit durch Substitution in
_ 1 — 2 2 2
/R(cosx,smx)dx:/R <1+t2’ 1+t2> e dt
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Kapitel 8. Integration

8.5. Uneigentliche Integrale

Ziel: Berechne uneigentliche Integrale, d.h.

o Integrale liber unbeschrankten Bereichen
00 b 00
/ f(x) dx / f(x)dx / f(x)dx
a —0o0 o

@ Integrale liber unbeschrankten Funktionen mit Singularitdten am
Rand

b
/ f(x)dx wobei f : (a, b] — R stetig oder f : [a, b)) — R stetig
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Lokale Integrierbarkeit und uneigentliche Integrale.

Definition: Eine Funktion f : D — R mit D C R heiBt lokal integrierbar,
falls sie tiber jedem kompakten Teilntervall [a, b] C D integrierbar ist.

Definition: Ist eine Funktion f(x) lokal integrierbar iiber [a, c0) bzw.
(—o0, b] bzw. (—o00, 0), so definiert man

/a ~ f(x) dx
/_ ; f(x) dx

/_ Z F(x) dx

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH)

= lim /: f(x) dx

X—>00

b
= X_||>r1100/x f(x) dx

= /_OO f(x)dx+/:o F(x) dx
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Lokale Integrierbarkeit und uneigentliche Integrale.

Bemerkung: Der Cauchysche Hauptwert ist definiert als

X

CHW /_Zf(x)dx = Iim/ F(x) dx

x—o0 f_

und im Allgemeinen nicht identisch mit obigem Integral!

Definition: Ist eine Funktion f(x) lokal integrierbar iiber (a, b] bzw. [a, b)
bzw. (a, b), so definiert man

/abf(x)dx - XILr2+/be(x)dx
/abf(x)dx = Xirg/:f(x)dx
b

/af(x)dx - /acf(x)dx+/cbf(x)dx
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Ein Beispiel.

Betrachte das uneigentliche Integral

Wegen
1 1 ..

1
—dx =

Xa

In|x|+ C fira=1

konvergiert das uneigentliche Integral

fir a > 1 und divergiert fiir « = 1.
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Ein weiteres Beispiel.

Betrachte das uneigentliche Integral

Es gilt

.

0
/—‘OO
und weiterhin

Y 2
/ xe * dx
0

|x|e_"2 dx

Somit gilt

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH)

/

]X\e_x2 dx.

/.

o
2 .2
xexdx+/ xe X dx
0

o0 2
2/ xe ~ dx
0
y2
/ e 'du mitu=x°
0

(1 . e*y2) =

\x|e*X2 dx =1
o

N = N —

fiir y — oo

N

o0
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Konvergenzkriterien.

Satz: Sei f : [a,00) — R lokal integrierbar. Dann gilt
a) Das uneigentliche Integral [° f(x) dx existiert genau dann, wenn gilt

2
Ve>0:3C>a :Vzi,z0> C : /f(x)dx <e

Z1

b) Ist das uneigentliche Integral absolut konvergent, d.h.

/:O 1£(x)| dx

konvergiert, so konvergiert auch das uneigentliche Integral

(e o]

/ £(x) dx.

a
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Majorantenkriterium.

Satz: Sei f : [a,00) — R lokal integrierbar. Dann gilt

<)

Vx @ |[f(x)] <g(x) und / x)dx konvergent

= / x) dx absolut konvergent
d) Weiter gilt folgende Umkehrung:

Vx : 0<g(x)<f(x) und / g(x divergent

= / f(x divergent
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Beispiel: Das Dirichlet—Integral.

Betrachte das Dirichlet—Integral

/:/‘X’ sinde
0 X

Das Dirichlet—Integral ist konvergent, denn es gilt

; y2
Y2 sin x cos X Y2 cos x
—dx = — - 5 dx
vy X X wo X

! y1

und somit

Y2 i
Sin X
/ dx
y1 X

Das Dirichlet—Integral besitzt den Wert | = 7/2, ist aber nicht absolut
konvergent.

1 1 21 2
S—i——f—/ —dx=— —0 firy; — oo.
y

iy . X2 "
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Beispiel: Das Exponentialintegral.

Betrachte das Exponentialintegral

X et

Ei(x) := / —dt fir x < 0.

oo t

Wegen lim;—, o te' = 0 gibt es ein C > 0 mit |te’| < C fiir alle
t € (—o0, x], und somit gilt

|tef]

~ e S

et

e}

Mit der Konvergenz des Integrals

X
1
[ La
oot
folgt die absolute Konvergenz des Exponentialintegrals Ei(x) fiir alle x < 0
aus dem Majorantenkriterium.
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Beispiel: Die Gamma—Funktion.

Die Gamma—Funktion I : (0,00) — R ist definiert durch

[e.o]

I(x) :—/e_ttx_:l dt

0

Beachte: Fiir 0 < x < 1 ist der Integrand von I'(x) singular. Mit
et <l furo<t<1

folgt jedoch in diesem Fall

1
1
/ e = =~
- X

t=1

1
(1—€X)—>; fire - 0+.

X
t=¢

Die Konvergenz bei t = co zeigt man wie beim Exponentialintegral.
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Beispiel: Die Gamma—Funktion.

Die Konvergenz bei t = oo zeigt man wie beim Exponentialintegral:

C

e—ttx+1
—— <z fir1 <t < oo.

‘e—ttx—1’ _

t2

Mit dem Majorantenkrierum folgt die absolute Konvergenz von I'(x) fiir
x > 0.

Bemerkung: Die Gamma—Funktion erfiillt die Funktionalgleichung
M(x+1) =xI(x) firx >0

und es gilt
M(n)=(n—1)! VneN

Folgerung: Es gilt
M(n)=(n—1)! fir alle n € N.
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Kapitel 8. Integration

8.6. Parameterabhingige Integrale

Beispiel: Die Gamma—-Funktion

r(x) :_/ f(x,t) dt_/ et tdt
0 0

Zunachst: Parameterabhangige eigentliche Integrale.
Sei f: 1 x[a,b] > R, | CR, sodass f fiir festes x € | als Funktion von y
integrierbar iber [a, b] ist:

Fragen:
1) Ist die Funktion F(x) stetig, wenn f(x,y) stetig ist?
2) Ist die Funktion F(x) differenzierbar, wenn f(x,y) nach x differenzierbar ist?
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Stetigkeit parameterabhangiger Integrale.

Satz: Ist f(x, y) stetig auf | x [a, b], so existiert das Integral

b
Flx) = / Flx,y)dy

fiir alle x € /, und F(x) ist stetig auf /.

Beweis: Sei xp € Iy C I, so dass Iy C | kompakt. Dann ist f(x,y) auf dem
Kompaktum Iy x [a, b] gleichm3Big stetig. Daher gibt es zu € > 0 ein § > 0 mit

[x —xo] <8 = |f(x,y) — f(x0,y)| <e firx,xo € lp und alle y € [a, b].

Mit diesem § und |x — xp| < ¢ fiir x, xp € lp folgt dann

b b
|F(x)—F(x0)| = / (f(x,y) = f(x0,¥))dy S/ [f(x,y)=f(x0,y)ldy < e(b—a)

Somit ist F stetig in xp. Da xg beliebig gewahlt, ist F auf ganz / stetig.
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Differenzierbarkeit parameterabhangiger Integrale.

Satz: Ist f(x, y) stetig auf / X [a, b] und nach x stetig (partiell) differenzierbar, so
ist auch F(x) auf dem Intervall / stetig differenzierbar, und es gilt:

b
of
F'(x) = — dy.
()= | Grbex)dy
Beweis: Fiir x,xp € I, x # xp, folgt nach dem Mittwelwertsatz

FM—HWZ/”MM—WWO

X — Xp X — Xo

b of

dy = [ Go(ey)dy frein€ € .
. Ox

und damit weiterhin

~ F(x b b
Fioo) = fim ZEIZE00 [P i S yyay = [ Sy o

X—>X0 X — Xo E—x0

Somit ist F in xg differenzierbar.
Da xg beliebig gewahlt, ist F auf ganz / differenzierbar.
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Zwei Beispiele.

Beispiel 1:

F(X):/l” sin(ttx) dt = F’(x):/lﬂcos(tx)dt

Beispiel 2: Die Bessel-Funktion

1 s
Jo(x) = = cos(xsint — nt) dt firneZ
T Jo
1 ™
J(x) = —= sint -sin(xsint — nt) dt
n T 0
1 ™
J(x) = - / sin® t - cos(xsint — nt) dt
0

Die Funktion J,(x), n € Z, ist (eine) Lésung der Besselschen Differentialgleichung

X2y (x) + xy'(x) + (x* = n?)y(x) =0 fiir n € Z.
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Parameterabhangige uneigentliche Integrale.

o0

F(x) ::/f(x,y)dy fir x € /.

a

Beispiel: Die Gamma—Funktion:

Definition: Das uneigentliche Integral

/ f(x,y)dy firx e/
a

heiBt gleichmaBig konvergent, falls es zu € > 0 eine Konstante C > a gibt
mit

Y2
/ f(x,y)dy’ <e fiir alle x € [ und fiir alle y1,y» > C.
y

1
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Das Majorantenkriterium.

Bemerkung: Es gilt das Majorantenkriterium, wonach das uneigentliche
Integral

/:O f(x,y)dy

gleichmaBig und absolut konvergiert, falls es eine (gleichmaBige)
Majorante g(y) von f(x,y) gibt mit

If(x,¥)| < g(y) und / gly)dy < o fir alle x,y € I.
a

Beweis:

| ) dy‘ < [Titenlar< [ et <o

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 120/188



Differenzierbarkeit und gleichmaBige Konvergenz.

Satz: Sei f(x,y) stetig und nach x stetig (partiell) differenzierbar. Weiterhin
seien die uneigentlichen Integrale

< of

F(x):= /Oo f(x,y)dy und a(x,y) dy

a

auf (allen) kompakten Teilmengen von / gleichmaBg konvergent. Dann ist auch
F(x) stetig differenzierbar, und die Ableitung F’(x) von F(x) 4Bt sich durch
Differentiation unter dem Integralzeichen gewinnen, d.h. es gilt

F'(x) I/Oo g(x,y) dy

Beweis: Analog wie im Fall von eigentlichen Integralen.

Beispiel: Die Ableitung der Gamma—Funktion:
M(x):= /e_ttx_1 dt = T'(x):= /e‘ttx_l ‘Intdt
0 0
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Kapitel 9. Anwendungen der Integralrechnung

9.1. Rotationskorper

Betrachte fiir eine Funktion f(x) die Rotation des Funktionsgraphen
y = f(x) um die x—Achse iiber dem Intervall [a, b].

Dann gilt fiir die Querschnittsfliche
Q(x) = 7(f(x))? fiir x € [a, b].
Damit ergibt sich fiir den entstehenden Rotationskdrper die Volumenformel
b
Vit = 7 / (F(x))? dx
a

Prinzip von Cavalieri: Haben zwei Korper die jeweils gleiche
Querschnittsflache, so stimmen ihre Volumina iliberein.
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Beispiel.

Durch die Rotation der Ellipse

X2 2
2y
b2

— =1 mita,b>0

um die x—Achse erhdlt man ein Rotationsellipsoid mit dem Volumen

Vit = w/_a[b 1—(;()2rdx

a

b2 /_3 (1 — (2)2) dx = %ﬂ'ab2

Speziell bekommt man fiir a = b = r das Volumen

8]
VKuge/ = 5Tr

3
der Kugel um Null mit Radius r > 0.
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Die Oberflache eines Rotationskorpers.

Fiir die Oberflaiche (Mantelfldche) eines Rotationskérpers gilt die Formel

b
O =27 [ yly/1+ (v/())2 o
a
Beispiel: Fiir die Oberfliche der Kugel um Null mit Radius r > 0 gilt mit
y="Ff(x)=vVr?>—x?

die Formel

r r r
_ S22 _ _ 2
O,ot—27r/r r xmdx—27rr/rdx—47rr
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Kapitel 9. Anwendungen der Integralrechnung

9.2. Kurven und Bogenlange
Definition: Sei ¢ = (c1,...,¢,) : [a, b] — R” eine stetige Funktion.

@ Dann wird ¢ als Kurve im R” bezeichnet; c(a) heiBt Anfangspunkt, c(b)
heiBt Endpunkt von c. ¢ heiBt geschlossene Kurve, falls c(a) = ¢(b).

@ Falls ¢ : [a, b] — R" eine C'~Funktion ist, d.h. jede Koordinatenfunktion
ci(t) ist stetig differenzierbar, so heiBt c(t) eine C'~Kurve.

@ c(t) heiBt stiickweise C'~Kurve, falls es eine Zerlegung
a=ty<t1 <...<tp=>b

gibt, so dass c(t) auf jedem Teilintervall [¢;, ;1] eine C*~Funktion ist.

@ Die Kurve ¢ heiBt glatt, falls

—c(t) = é(t) = (é(t),. .., ()T #0 fir alle t € [a, b].
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Beispiele.

@ Die Kurve
c(t) := (cost,sint)" t € [0, 27]

beschreibt einen Kreis im R2.

@ Die Kurve
c(t) = (r(t —sint), r(1 — cost))”

beschreibt eine Zykloide.
Wegen
é(t) = (r(1 — cost), rsint)”

ist die Kurve an den Stellen t = 27k, k € Z, nicht glatt.
@ Die Kurve
c(t) = (rcos(2rt), rsin(2rt), ht)" teR

beschreibt eine Schraubenlinie (Helix) mit Radius r und Ganghéhe h.
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Umparametrisierung von Kurven.

Ist ¢ : [a, b] — R" eine Kurve und h: [a, 5] — [a, b] eine stetige, bijektive
und monoton wachsende Abbildung, so hat die Kurve

(coh)(T)=c(h(r)) fira<t<p
die gleiche Gestalt und den gleichen Durchlaufsinn wie die Kurve c.

Bemerkungen:

@ Man nennt t = h(7) eine Umparametrisierung (Parameterwechsel). Kurven
c und c o h werden als gleich angesehen.

@ Im Fall einer C1~Kurve werden nur C'—Parameterwechsel zugelassen.

@ Jede stetige Funktion y = f(x), a < x < b 3Bt sich als eine Kurve auffassen:
c(x) = (x,f(x))T fira<x<b
bzw. c(t) := (a+t(b—a),f(a+t(b—a)))" fir0 <t <1.
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Die Bogenlange einer Kurve.

Sei Z={a=1ty <ty - < tym = b} eine Zerlegung von [a, b], so ist
L(Z) = ) lle(tita) — e(g)l]

ist eine untere Schranke fiir die Bogenlange der Kurve c(t).

Definition: Ist die Menge {L(Z) : Z € Z][a, b]} nach oben beschrankt, so
heiBt die Kurve c rektifizierbar, und in diesem Fall ist

L(c) :=sup{L(Z) : Z € Z[a, b]} = HZ“Hm—m L(Z)

die Lange der Kurve c.

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 128 /188



Berechnung der Bogenlinge einer C1-Kurve.

Satz: Jede C'—Kurve ist rektifizierbar und es gilt

b
L(c) = / lé(e)]] dt

Beweisskizze: Zunachst gilt die Darstellung

m—1 n
L(Z) =) | D (er(tisn) — a(t))?
j=0 \ k=1

und nach dem Mittelwertsatz gibt es Zahlen Tk mit t; < T, < tj+1, sodass

ck(ti+1) — exl(ty) = chlmig) - (L1 — ),

somit
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Beispiel.

Berechne die Lange eines Zykloidenbogens
c(t) = (r(t —sint), r(1 —cost))T fiir0 <t <2nm
mit

¢(t) = (r(1—cost),rsin t))T

t
()] = r\/(1—cosf)2+sin2t:2rsin5

27 t
L(c) = 2r/ sin — dt = 8r
0 2

Bemerkung: Die Bogenlinge einer C1~Kurve ist unabhingig von der
Parametrisierung, denn es gilt

B B b
Lcok) = [ lle(hr)H (r)ldr = [ IehIn(r)dr = [ leto)lde = (e
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Die Bogenliangenfunktion einer C'—Kurve.

Definition: Sei ¢ : [a, b] — R eine C1—Kurve.
@ Die Funktion

t
5(t) = [ el dr
a
heiBt die Bogenlangenfunktion von c.
e Ist c glatt, so ist S : [a, b] — [0, L(c)] ein C1-Parameterwechsel.

@ Die Umkehrabbildung t = S71(s), 0 < s < L(c), ist dann ebenfalls
ein C1-Parameterwechsel.

@ Die entsprechende Parametrisierung
&(s) = c(S7Y(s)), 0<s<L(c)
von ¢ nennt man die Parametrisierung nach der Bogenlange.
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Eigenschaften der Bogenlangenparametrisierung.

Bemerkung: Fiir die Bogenlingenparametrisierung &(s) = c(S71(s)) gilt:
@ Die Ableitung von &(s) ist gegeben durch
&'(s) = (5 ™5)) - ey
1e(S=H(s))l

Daher ist ¢'(s) ist ein Einheitsvektor, d.h. mit dieser Parametrisierung
wird die Kurve mit konstanter Geschwindigkeit 1 durchlaufen.
Weiterhin ist &’(s) der Einheitstangentenvektor von c.

@ Aus (&'(s),&'(s)) =1 folgt durch Differentiation
(€"(s),&'(s)) =0

d.h. der Beschleunigungsvektor ¢”(s) beziiglich der Bogenlange steht
senkrecht auf dem Geschwindigkeitsvektor ¢'(s).
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Hauptnormale und Kriimmung.

Definition: Sei &(s) = ¢(S!(s)) die Bogenlidngenparametrisierung der Kurve c.

@ Dann bezeichnet man den Vektor

als den Hauptnormalenvektor von c.

@ Die Funktion
w(s) = [le”"(s)Il, 0<s<L(c)

nennt man die Kriimmung der Kurve c.

Beispiel: Mit der Parametrisierung des Einheitskreises nach der Bogenldnge:

é(s) = (coss,sins), 0<s<2r
n(s) = ¢&"(s)=—(coss,sins)
k(s) = 1
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Parametrisierungen von Funktionsgraphen.

Betrachte den Graph von y = y(x) als Kurve im R2?, d.h. ¢(x) = (x,y(x))":

dx) = 1y’ ds = 1+ (y'(x))dx

_ b TV d k) —
U = LVIFTERe  ~e) = A
Betrachte analog fiir y(x) und z(x) die Kurve c(x) = (x, y(x), z(x))T € R3:
c(x) = (Ly'(x),2(x)"
ds = 1+ (Y (x)?2+(2(x))?dx (Bogenlangenelement)
o = [ Vs IV ox

\/(1 -+ (y/)2 + (Z/)2)((y//)2 + (z// 2) _ (y/y// + z/z//)z
(VI+0)?+(Z)2)?

K(x) =
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Polarkoordinaten und Kugelkoordinaten.

Fiir die Polarkoordinaten r = r(t), o = ¢(t) im R? gilt fiir a < t < b:

b
c(t) = (rcosep, rsinp)’, L(c)= / V24?2 dt

Fiir die Kugelkoordinaten r = r(t), ¢ = o(t), v = (t) im R3 gilt:

c(t) = (rcospcost,rsingcosty,rsing)’ fira<t<bhb

b
L(c) = / \/r'2 + r2¢2 cos? ¢ + r2¢p? dt
Beispiel: Betrachte die Kardiode (Herzlinie) in Polarkoordinaten:
r=a(l+cosp) fira>0,0<¢p<2r

Fiir den Umfang (d.h. Bogenldnge) der Kardiode gilt:
27

2w
L(c):/ \/a2sin2<p+a2(1+cos<p)2 d<p:2a/‘cos%‘ dp = 8a
0
0
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Die von einer Kurve umschlossene Flache.

Satz: Fiir die von einer C'—Kurve c(t) = (x(t), y(t))" € R? iiberstrichene Fliche
gilt:
1 b
FO =3 | 030 - k(o) o
Beweisskizze: Summiere fiir eine Zerlegung Z = Z]a, b] iiber die Flachen

1 1 .. .
IFil = Slle(t) x c(tipa)ll = 5 (ayier = Xipays)  fir0<i<m-—1.

2
Dann gilt:
| = 1 xy, Xit1Y,
Vitl — Xit1Vi
F(Z) = ) (XiYis1 —Xip1yi) = 5 Z Sl AL A
2 4 2 - tiv1 — &
i=0 i=0 +
m—1
1l Yi+1 = Yi  Xi+1 — Xi
= 35 (Xi - y/> At
2 4 tiy1— & b1 — &

I
o

1

5 [ (@30~ K(e(0) et
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Beispiel: Die Archimedische Spirale.

Die Archimedische Spirale in Polarkoordinaten ist gegeben durch
x=apcosp, y=apsnp fira>0 peR
Berechnung des Umfangs und der Flache der innersten Schleife:
/2
e = [ VErad

/2
~ 4.158a
—7/2

= 2 [evit@+in(o+vVite?)]

und mit xy — xy = r?¢ gilt

/2 2 /2
F:l/ r2d<p:a/ 02 dp ~ 1.2022°
2 —7/2 2 —7/2
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Kapitel 9. Anwendungen der Integralrechnung

9.3. Kurvenintegrale

Definition: Sei f : D — R, D C R”, eine stetige Funktion und
¢ : [a, b] — D eine stiickweise C'~Kurve. Dann wird des Kurvenintegral
(oder Linienintegral) von f(x) langs ¢ definiert durch

b
/Cf(x)ds ;:/a F(e(1) [1e(8)]] dt

Notation: Fiir eine geschlossene Kurve schreibt man auch

7{1{(5) ds

Satz: Das Kurvenintegral ist unabhangig von der Parametrisierung der
betrachteten Kurve.
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Parametrisierungsinvarianz von Kurvenintegralen.

Satz: Das Kurvenintegral ist unabhangig von der Parametrisierung der
betrachteten Kurve.

Beweis: Fiir einen Parameterwechsel h : [a, ] — [a, b] einer Kurve c gilt

/C fxds = /a ? (b))

5
= / F(c(h(m))) l(h(F)II A () d7

d
EC(h(T)) dr

b
_ / F(c(1)) |&()]| dr

= /Cf(x) ds
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Beispiel.

Betrachte einen krummlinigen mit Masse belegten Draht, beschrieben
durch eine C1-Kurve ¢ und mit der (inhomogenen) Massendichte p.

@ Fiir die Gesamtmasse des Drahtes bekommt man
b
[ ods= [ ateten e de
c a

@ Der Schwerpunkt des Drahtes liegt bei

o — J. p(x)x ds
LG

@ Das Tragheitsmoment des Drahtes ist gegeben durch

0= /p(x)r2(x) ds

c

wobei r(x) der Abstand von der Drehachse ist.
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Kapitel 10. Fourier—Analysis

10.1. Grundlegende Begriffe

Definition: Eine Funktion f : R — R (oder f : R — C) heiBt periodisch
mit der Periode T (oder T—periodisch), falls

f(t+ T)=f(t) firalleteR.

Ziel: Entwicklung einer periodischen Funktion f in eine Fourier—Reihe

f(t)= % 4 i [ak cos(kwt) + by sin(kwt)]
k=1

Grundschwingungen: cos(wt), sin(wt)

Oberschwingungen: cos(kwt), sin(kwt), k =2,3,...
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Bemerkungen.

@ Ist T eine Periode von f, so ist auch kT, k € Z, eine Periode.

@ Sind T; und T» Perioden, so sind auch
kiT1 + ko To fiir ki, ko € Z

Perioden von f.

@ Existiert eine kleinste positive Periode T > 0 von f, so ist die Menge der
Perioden gegeben durch kT, k € Z. Jede nichtkonstante, stetige und
periodische Funktion besitzt eine solche kleinste Periode.

@ Sind f(t) und g(t) T—periodisch, so ist auch af + g, o, 8 € R,
T—periodisch.

@ Ist f(t) T—periodisch und integrierbar (iiber kompakten Intervallen), so gilt
T a+T
/ f(t)dt:/ f(t)dt
0 a
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Periodische Fortsetzungen.

Definition: Eine Funktion g(t), t € [0, T] bzw. t € [0, T /2] I4Bt sich zu
einer T—periodischen Funktion f : R — R wie folgt fortsetzen.

@ Direkte Fortsetzung.
f(t):=g(t—kT), kT <t<(k+1)T
@ Gerade Fortsetzung. Sei g(t) auf [0, T /2] gegeben. Dann setze

F(t) == g(t — kT), fir <2k21) T<t< <2k2+1> T

wobei g zunichst an der y—Achse gespiegelt wird:

T
g(t) :=g(-t), fur — > <t<O0.
@ Ungerade Fortsetzung. Wie oben, aber Spiegelung am Ursprung:
. T
g(t) = —g(-t), fir — 5 <t<0
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Fourier—Reihen und trigonometrische Polynome.

Definition:
@ Eine Reihe der Form
a o0
f(t) = 50 4 Z[ak cos(kwt) + bk sin(kwt)], ak, bx € R (oder C)
k=1
heiBt Fourier—Reihe (oder trigonometrische Reihe). Dabei sei

2m
== >0.
w T>

@ Die zugehorigen Partialsummen

fi(t) = % + 3 [k cos(kwt) + by sin(kwt)], ak, bx € R (oder C)
k=1

der Fourier—Reihe heiBen trigonometrische Polynome vom Grad n.
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Komplexe Schreibweise der Fourier—Reihe.

@ Es gilt die Eulersche Formel
eX = cos x + isin x fir alle x € R,
womit 1 1
CosSX = — (eix + e*"X) und sinx = — (ei" — e*"x)
2 2i
@ Damit lassen sich die trigonometrischen Polynome wie folgt darstellen.

f(t) = L zn:[ak cos(kwt) + by sin(kwt)]

2
k=1

= = + Z |: IkUJt 7/kwt) + % (eikwt _ eikwt):|

n . -
_ ak — bk e | Akt bk ket
= 5 + 2 [2 e + 5 €
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Komplexe Schreibweise der Fourier—Reihe.

@ Somit kann man die trigonometrischen Polynome schreiben als
n
fo(t) = Z yre®t  fiirt € R
k=—n

mit den Koeffizienten

1

1 1
Yo = 5307 Tk = E(ak —ibk), Y-k = §(ak + iby),

womit gilt: ag =270, ak =Yk +V—k; bk = i(Vk —7-«)-

@ Fiir die Darstellung der Fourier—Reihe bekommt man

n
f(t) = nan;o Z et
k=—n

Wichtige Frage: Konvergiert die Fourier—Reihe (punktweise oder gleichmiBig)?

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 146 /188



Orthonormalitat der Basisfunktionen.

: 2
Satz: Die Funktionen e*“t k e 7, w = —W, bilden ein
Orthonormalsystem beziiglich des Skalarprodukts:

Beweis: Einerseits gilt

—ikwt ikwt il 4 ikwt —ikwt 1 T
(e , € >::? e"“te dt = — dt =1,
0 0

andererseits haben wir

~

PN S TR S | A=)t
(et e >.—T e dt—,(/ ) e
0 I — w

fir k #£ 1.
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Berechnung der Fourier—Koeffizienten.

Satz: Konvergiert die Fourier—Reihe

n
lim E eikwt
n—o0 Yk
k=—n

auf [0, T] gleichmaBig gegen eine Funktion f(t), so ist f stetig und es gilt:
17 ;
Yk = / f(t)e *tdt firk € Z
T Jo

Beweis: Da f, stetig und gleichmaBig gegen f konvergieren, ist f stetig.
Weiterhin:

T T
/ f(t)efllwt dt = Z,ykelkwtefllwt dt
0 0 keZ
T . .
_ nyk/‘ elkwt g—ilwt g v - T.
kez, VO
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Orthonormalitat und Fourier—Koeffizienten in R.

- 0 : k#I
/ cos(kwt) cos(lwt) dt = T/2 © k=1#0
0 T . k=1=0

-
N 0 ok #|
/0 sin(kwt) sin(lwt) dt = { T/2 © k=140

-
/ sin(kwt) cos(lwt)dt = 0
0

-
a = — f(t) cos(kwt)dt firk >0
0

T
by = — f(t)sin(kwt)dt firk >0
0
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Kapitel 10. Fourier—Analysis

10.2. Fourier—Reihen
Definition:

@ Eine Funktion f : [a, b] — C heiBt stiickweise stetig bzw. stiickweise
stetig differenzierbar, falls f(t) bis auf endlich viele Stellen auf [a, b]
stetig bzw. stetig differenzierbar ist und in diesen Ausnahmepunkten
die einseitigen Grenzwerte von f(t) und f’(t) existieren.

o Fiir eine stiickweise stetige Funktion f : [0, T] — C werden die
Fourier—Koeffizienten von f(t) definiert durch

17 :
Vi = / f(t)e ™ tdt firkeZ
T Jo
Dabei ist w =27/ T die Kreisfrequenz.
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10.2. Fourier—Reihen

Bemerkung: Mit den (komplexen) Fourier—Koeffizienten 7, bekommt man die
(reellen) Fourier—Koeffizienten

5 T
7/ f(t) cos(kwt) dt firk >0
0

—/ )sin(kwt) dt, fiir k >0

Definition: Die mit den Fourier—Koeffizienten gebildete Reihe

a - :
Fe(t) = kz ekt — 50 + ;[ak cos(kwt) + by sin(kwt)]
=—00 =

heiBt die Fourier—Reihe von f(t).

Bemerkung: Bei der obigen Definition verwendet man die direkte Fortsetzung
der Funktion f : [0, T] — C zu einer T—periodischen Funktion. Notation:

oo
t)N Z ,ykelkwt

k=—o00
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Fourier—Reihen von geraden und ungeraden Funktionen.

Satz: Sei f(t) eine stiickweise stetige, T—periodische Funktion. Dann gilt:

T/2
f(t) gerade = ax = T/ f(t)cos(kwt)dt und by =0
0

4 [T/
f(t) ungerade = a, =0 und by = T/ f(t)sin(kwt) dt
0

Beweis: Beispielsweise gilt fiir f gerade

/ )sin(kwt) dt = —/ )sin(kwt) dt

= —/ t)sin(kwt) dt = —by
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Beispiel: Die Sagezahnfunktion.

Betrachte die Sdgezahnfunktion

0 : furt=0,t=2n
S(t) = 1
(t) E(W—t) c fir0<t<2n

Die Sagezahnfunktion ist ungerade, also gilt (mit w = 1):

2 [Tm—t 1
a =0 und bk=;[) 772 sin(kt) dt =
und man bekommt fiir die Fourier—Reihe

in(2t in(3t

sin(2t) n sin(3t)

2 3

Approximation der Sdgezahnfunktion durch 10. Partialsumme

S0 =Y sinikt)

k=1

S(t) ~sint+
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Beispiel: Die Rechteckschwingung.

Betrachte die Rechteckschwingung

0 : flirt=0,t=m,t=2m
R(t) := 1 @ fird<t<m
—1 : firr<t<2rm

Die Funktion ist ungerade, also gilt:

ag = 0
2 [T 0 : k gerade
by = / sin(kt) dt = 4
T Jo — :  k ungerade
km

Die Fourier—Reihe von R(t) lautet daher

R(t) ~ % <si; t N sing3t) N sin(55t) L >
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Ein weiteres Beispiel.

Betrachte die Funktion f(t) = t?, —m < t < 7 mit 27r—periodischer
Fortsetzung.

Die Funktion ist gerade, damit folgt

2 2
2 j i : k=0
ag = /tzcos(kt) dt = 3 4
7r
5 (—1)kﬁ C k=1,2,...
by = 0
Damit bekommt man die Fourier—Reihe
2
m* 4cost  4cos(2t)
f(t)~ = — -
(t) 3 112 g 22 *
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Rechenregeln fiir Fourier—Reihen.

Fiir f, g : R — C stiickweise stetig, T—periodisch mit

f(t)N i ’YkeikUJta g(t Z (5 elkwt

k=—o0 k=—oc0

gelten die folgenden Rechenregeln.

@ Linearitat: -
af (t) + Bg(t) ~ Y (o + Bok)e™™*
k=—oc0
@ Konjugation:
mw Z ,—Y_keikwt
k=—oc0

@ Zeitumkehr:

[eS)
E Yk elkwt

k=—0o0
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Weitere Rechenregeln fiir Fourier—Reihen.

Fiir f : R — C stiickweise stetig, T—periodisch mit

f(t)N Z ’}/keikwt

k=—00
gelten die folgenden Rechenregeln.
@ Streckung: .
f(ct) ~ Z Y€t fiir ¢ > 0
k=—o0

@ Verschiebung:

f(t+a) ~ Z (yee™ ) %t fiirae R

k=—o00

oo
eMtf(t) ~ Z Yk—ne™ ™t fiirn € Z

k=—o0
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Weitere Rechenregeln fiir Fourier—Reihen.

Fiir f : R — C T—periodisch mit
(0.9)
Z ’}/keikwt
k=—0c0

gelten die folgenden Rechenregeln.

@ Ableitung: Ist f(t) stetig und stiickweise differenzierbar, so gilt

()~ Y (ikwye)e! Zwk(bk cos(kwt) — a sm(kwt))
k=—o0 k=1
@ Integration: Gilt ag = fo t)dt = 0, so folgt
/tf( )d —l/th(t)dt—i B coshwt) = 2 sin(kuwt)
o T T T o kw COS( KW kw Sl w

k=1
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Konvergenzsatz.

Satz: Sei f : R — C T—periodisch, stiickweise stetig differenzierbar. Dann gelten

die folgenden Konvergenzaussagen fiir die zugehdrige Fourier—Reihe

Fe(t) = ?O + Z (ak cos(kwt) + by sm(kwt)) fir t € R.
k=1

@ Die Fourier—Reihe konvergiert punktweise und fiir alle t € R gilt
1
Fe(t) = > (F(eT) + f(t7))

@ In allen kompakten Intervallen [a, b], in denen f(t) stetig ist, ist die
Konvergenz gleichmaBig.

Bemerkung: Die Stetigkeit von f(t) reicht fiir die Konvergenz der Fourier-Reihe

nicht aus.
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Beispiel: Die Sagezahnfunktion.

Es gilt:
0 : firt=0,t=2m
S(t) = 1
(© S(r—1t) « firo<t<or
Fehlerfunktion: Definiere fiir 0 < t < 27
1 in(2t .
Rn(t) := E(t—ﬂ)+sint+5|r](27)+...+w

Weiterhin gilt:

sin [(n+ 3)t]
sin(t/2)

1+2cost+ -+ 2cos(nt) =

Integration:

/ﬂf Sins[i(rfz:;;))t] dt = (t— )+ 2sint + 2sin(22t“) Mo 2sinE}nt)
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Beispiel: Die Sagezahnfunktion.

Daraus folgt:

t

B sin [(n+ 3)t]
WO =[S

T

* Gt (o) )

T

mws —cos [(n+ 3)t]  cos[(n+ 3)f] ( 1 _1>
(2n+ 1)sin(t/2) (2n+1) sin(t/2)
und daher )
Ra(O)] < G Dysm(e/2)
Ist t € (0,27) fest, so gilt:
|Ra(t)] — 0 fiir n — oo
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Approximationsgiite im quadratischen Mittel.

Satz: Sei f : R — C eine T—periodische, stiickweise stetige Funktion, und seien
Cp— aO : H
Sa(t) := 5+ kz_:l (ak cos(kwt) + by sm(kwt))
die Partialsummen der zugehorigen Fourier—Reihen von f. Fiir den linearen Raum
T, :=span { ! cos(wt) cos(nwt), sin(wt) sin(n t)}
= —, wt), ..., wt), sin(wt), .. .,sin(nw
P2

der trigonometrischen Polynome mit dem Skalarprodukt

gilt
=Sl <lf =l firallepe T,

d.h. S,(t) ist die Bestapproximation an f aus T, beziiglich | - ||.
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Besselsche Ungleichung und Riemannsches Lemma.

Satz: Es gilt die Besselsche Ungleichung ||S,[|? < ||f||?, d.h.

.

ap? - 2

’2' +> (|ak!2+ \bklz) < T/\f(t)lzdt
k=1 0

Folgerung: Aus der Besselschen Ungleichung folgt insbesondere die
Konvergenz der beiden Reihen

D lal? und > [l

k=1 k=1

und damit gilt das Riemannsche Lemma

li =1 bl =0
kl—>moo‘ak’ kl—>moo‘ k‘
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Konvergenzgeschwindigkeit.

Satz: Ist eine T—periodische Funktion f : R — R (oder f : R — C) stiickweise
(m + 1)—fach stetig differenzierbar, und sind die Ableitungen

FOFD L f(m=D)
stetig auf R, so gibt es eine Konstante C > 0 mit
C .
|7k‘§m furk::tl,:lz2,...

Fazit: Je glatter f, desto schneller konvergiert die Fourier—Reihe gegen f.

Beispiel: Bei der Rechteckschwingung R(t) gilt

Fr(t) = % (snln” N sing3t) N siné5t) n )

Die Koeffizienten 7, konvergieren mit 1/k gegen Null.
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Die Parsevalsche Gleichung.

Bemerkung: Fiir n — oo geht die Besselsche Ungleichung in Gleichheit iiber,
d.h. es gilt die Parsevalsche Gleichung lim,_, [|S,||> = ||f||?, d.h.

k=1

-
|ao 5 2 2 2 2
T+Z(|ak| +16u) = = [ IF(e)2 ot
0
denn die Fourier—Reihe konvergiert im quadratischen Mittel gegen f, d.h.
lim ||[f —S,|| =0
n—o0

Beispiel: Fiir die Rechteckschwingung R(t) gilt 2 fo |f(t)]?dt =2. Da ax =0
fiir alle k € Ny, gilt weiterhin

2

> 16 /1 1 1 16 =
hfP==(z4+=+=+...|=—-—=2
;'” 7r2<1+32+52+ ) 28

(o)}
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Eindeutigkeitssatz.

Satz: Seien f(t) und g(t) zwei T—periodische stiickweise stetige Funktionen mit

1

f(t) = 5(f(t‘)+f(t+)) fir alle t € [0, T,
f(t) = %(f(t-)+f(t+)) fiir alle £ € [0, T].

Weiterhin besitzen f und g dieselben Fourier—Koeffizienten, d.h. es gilt

T T
/ f(t) cos(kwt) dt = / g(t) cos(kwt) dt fiir alle k € Ny,
0 0

T T
/ f(t)sin(kwt)dt = / g(t)sin(kwt) dt fiir alle k € Np.
0 0

Dann stimmen f und g auf ganz R iiberein, d.h. es gilt f = g.

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 166 /188



Kapitel 11. Numerische Quadratur

Ausgangssituation: Zu berechnen sei ein bestimmtes Integral

I = I[f] :/bf(x)dx

mit einem numerischen Algorithmus.

Verwenden Numerische Quadratur (Quadraturformel) der Form

I[f] = In[f] =) &if(x)
i=0
mit
e Knoten: x; € [a,b] fir i =0,1,...,n,

o Gewichten: g; firi=0,1,...,n.
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Kapitel 11. Numerische Quadratur

11.1. Newton—Cotes Formeln

Grundidee: Verwende Interpolationspolynom p, zu den Daten
(X,‘,f(X,')) i:O,l,...,n

und integriere die Interpolante

n

Pa(x) = Z Li(x)f(x)  mit Li(x) = H )):_7)9

R
j=0,j#i ="

Ergebnis: Quadraturformel

W= [ padx= Y f(x)

mit Gewichten

b
g,-:/ Li(x) dx
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Konstruktion der Newton—Cotes Formeln.

Vereinfachung: Verwenden dquidistante Knoten
xi=a+ih, 0<i<n, wobeih=(b—a)/n

Ergebnis: Newton—Cotes—Quadraturformel

b n
In[f] = / pa(x) dx = (b—a) > ainf(x)
a i=0

mit Gewichten

Qjp = — / H ol '/dX firo </ <n.

j=0, ;él
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Die Trapezregel.

Wahle n =1, xp = a und x3 = b. Damit gilt

pix) = 520 f(@) + A2 £(b)

und somit bekommt man die beiden Gewichte

! 1
apgr = /(1—x)dx:
0 2

1
1
a11 = AXdX_Q

Daraus folgt die Trapezregel:

f(a) + f(b)

1]~ hlf] = (b—a) - =2
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Die Simpsonregel.

Wahle n = 2 und somit

b+ a
Xo—=a, X3 = B Xo = b
2
Damit bekommt man die drei Gewichte
1 [? 1
agy = Z/o (X—l)(x—2)dx:6
1 /? 2
ap = 5/0 X(27X)dX:§
1 /? 1
app = Z/o X(X—l)dX:6

Daraus folgt die Simpsonregel
1[f] = bif] = bg 2 (f(a) +af (bga) + f(b))
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Zwei weitere Newton—Cotes—Formeln.

@ 3/8-Regel.

hf] = b;a <f(a)+3f (a+ b3> +3f< (b;"’)> +f(b)>

@ Milne—Regel.

Al = b90 <7f() 32f<a+b4>—|—12f<a—|—2b;a>

+32f (a + 3“’; a)> + 7f(b)>
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Quadraturfehler der Newton—Cotes Formeln.

Ra[f] := I5[f] — I[f] heiBt Quadraturfehler der Quadraturformel /,[f].

Erinnerung: Darstellung fiir den Interpolationsfehler

00 = prl) = g O T[0x =)

i=0

Beispiel: Fiir den Quadraturfehler der Trapezregel (n = 1) gilt

b b £(2)
Rl = [ b= rpae=— [ - o) pyox

@)(&) rb .
-0 [t - py e = 7 O@(6 -
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Zusammengesetzte Newton—Cotes Formeln.

Ziel: Hohere Genauigkeit durch Unterteilung des Intervalls [a, b].
Gegeben sei die dquidistante Unterteilung mit den Knoten

b—a
N

xi=a+ih, i=0,1,...,N, h=

Verwende auf jedem Teilintervall [t;, t;+1] Quadraturformel der Ordnung n.

Beispiel: Zusammengesetzte Trapezregel

T(h) = ( X; —|—fx,+1)

= h('c(a) f(a+h)+...+f(b_h)+f(2b))

LML
N | >

2
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Fehlerabschatzung der zusammengesetzten Trapezregel.

Satz: Fiir die zusammengesetzte Trapezregel gilt die Fehlerabschitzung

b

[ 160 ax= (| < (b - 2)l V)

a

Beweis:

/b F(x) dx — T(h) Nzl ( / vt’“ F(x) dx — 10 [f])

tj
a

Z

—1
(41— t)°
7j+1 1P|

IA
T.
o

N h?
<« Nosir@p o Vi@
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Die zusammengesetzte Simpson—Regel.

Wende die Simpson—Regel auf die Teilintervalle [ty;, tojt2] an, mit Knoten
ti, thiy1, hi fuir0 </ < N/2-1

wobei N gerade.
Dann bekommt man die zusammengesetzte Simpson—Regel

N/2—1

S(h) = g Z (f(tz,') aF 4f(t2,'+1) aF f(t2;+2))
i=0
h

= 3(f(a) +4f(a+ h) +2f(a+2h) +...+4f (b h) + f(b))

Satz: Fiir die zusammengesetzte Simpson—Regel gilt die Fehlerabschatzung

b
h4
_ _ (4)
[ rax= sy | < 5o a9
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Kapitel 11. Numerische Quadratur

11.2. GauB—Quadratur

Erinnerung: Mit der Newton—Cotes Quadratur
n b
WA =S & () ~ I[f] _/ o
i=0 a

werden Polynome vom Grad n exakt integriert, denn es gilt fiir den
Interpolationsfehler

n

FD(E) - TT(x =)

i=0

1

f(x) — pn(x) = m

Dabei sind die Knoten x;, 0 < i < n, dquidistant auf [a, b] verteilt.

Grundidee der GauB—Quadratur: Variiere die Knoten xp, .. ., Xj.
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Grundidee der GauB—Quadratur.

Ziel:
Variiere Knoten, um Polynome méglichst hohen Grades exakt zu intergrieren.

Genauer:
Approximiere fiir eine feste positive Gewichtsfunktion w : (a, b) — (0, c0)
Integrale der Form

b
1[f] :/ f(x)w(x) dx
durch Quadratur der Form
1] = F(xi)w(x)
i=0
mit einer speziellen Wahl von Stiitzstellen x; und positiven Gewichten w;.
Ergebnis: GauBsche Quadraturformeln mit (n+ 1) Knoten integrieren Polynome

vom Grad 2n + 1 exakt.
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Beispiel: GauB—Tschebyscheff~Quadratur.

Integrationsintervall: | = [—1,1]
Gewichtsfunktion: w(x) =1/v1 — x°.
Knoten: Nullstellen

2
X; = COS I+17T firo<i<n
2n+ 2

des (n + 1)-ten Tschebyscheff~Polynoms

Th+1 = cos((n + 1) arccos(x)) € Ppy1  fiir x € [—1,1].

Konstante Gewichte: w; = 7/(n+ 1).
@ GauB-Tschebyscheff-Quadratur:

Wlfl = —— " f(x) ~ l[f] = / F(x)w(x) dx
=0

1
n—l—l -1
1
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Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome.

Satz: Die Tschebyscheff-Polynome Ty, ..., T, bilden eine orthogonale Basis des
Polynomraums P, beziiglich des gewichteten Skalarproduktes

1
(F &) = / F(x)g(x)w(x) dx

-1

Genauer gilt
7r firk=j=0
(T, T)w =< /2 firk=j>0
0 fiir k #£ j

Beweis: Ubung (mit Substitution t = cos x)

Satz: Fiir die Tschebyscheff-Polynome gilt die Rekursionsforml
Trr1(x) = 2xT(x) — Trr1(x) fir k > 1,

wobei To(x) =1 und Ty(x) = x.
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Legrende—Polynome.

Satz: Fiir die Gewichtsfunktion w = 1 auf dem Intervall [-1, 1] sind die

Legendre—Polynome

1 d )
L,(x) = o (x*-1)"€P,

Orthogonalpolynome. Genauer gilt:

[ 2/(2n+1) firn=m>0
(Lo, Lm) = { 0 firn#m
Beweis: Ubung (per Induktion).

Satz: Fiir die Legendre—Polynome gilt die Rekursionsformel

2 1
ntl an(x)—in
n—+1 n+1

wobei Lo(x) =1 und L;(x) = x.

Lnia (X) =
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Die ersten Legendre—Polynome L,(x), n > 2.

Die ersten Legendre—Polynome sind gegeben durch

L(x) = (3x*-1)/2
L3(x) = (5x®—3x)/2
Lo(x) = (35x* —30x%+3)/8

Deren jeweilige Nullstellen sind gegeben durch

L2 . Xo/lzi\/g
Ly : x=0,xy,==%4/3/5

L 4 3j:1 24
4 . Xo/1/2/3 = 77 5
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Zur Konstruktion der GauB-Legendre—Quadratur.

o Integrationsintervall: / = [—1,1]
e Gewichtsfunktion: w(x) = 1.
o Knoten: n+ 1 Nullstellen xg, ..., x, des Legendre—Polynoms
Lnt1 € Pnya.
@ Gewichte: Mit festen Knoten x, ..., x, zu berechnen aus
1
w; = [ > Zdx>o0

Xj — X
j=0.j#i "

GauB-Legendre—Quadratur:

n 1
In[f1 =Y wif (x;) = I[f] = /1 f(x) dx
i=0 -
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Weitere Spezialfalle der GauB—Quadratur.

Name Intervall | Gewicht
GauB-Legendre [-1,1] | w(x)=1
GauB-Tschebyscheff | [-1,1] | w(x) =1/V1 — x?
GauB-Jacobi [-1,1] | w(x)=(1—x)(1+x)
GauB-Laguerre [0,00] | w(x)=¢e"%
GauB-Hermite [—o00,00] | w(x) =e
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Zur Konstruktion der GauB—Quadraturformeln.

@ Konstruiere zu festem Intervall [a, b] und Gewichtsfunktion w eine Folge

Po, P1s- -+ Pn; Pnt+1
von Orthogonalpolynomen, wobei px € Py und (pk, pj)w = dg;-
@ Verwende Nullstellen xp, x1, . .., X, von p,+1 als Knoten.

@ Berechne (positive) Gewichte

b n
X — X; . .
w; = || L dx fiiro <i<n.
 — %
@ j=0,j#i "t

@ Ergebnis: GauB—Quadraturformel
n b
In[f] = wif () = l[f] :/ f(x)w(x) dx
i=0 2

mit I,[f] = I,[p] fiir alle p € Pppya.
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Kapitel 11. Numerische Quadratur

11.3. Numerische Berechnung der Fourier—Koeffizienten

Berechne die Fourier—Koeffizienten einer 2r—periodischen Funktion f(t),

2m
a = l/ f(t) cos(kt) dt
T Jo
1 2m
by = = f(t)sin(kt) dt
T Jo

mittels einer numerischen Quadraturformel.

Zusammengesetzte Trapezregel (Trapezsumme): Setze

2
o= %j fir0<j<n
2
h = 7” (Schrittweite)
i = f(t) firo<j<n
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11.3. Numerische Berechnung der Fourier—Koeffizienten

Aufgrund der Periodizitat von f(t) gilt f, = fo und die Trapezsumme liefert dann

n—1

1 2« fo fa
Ao +Z coskt)—i—i
j=1
n—1
= fZﬂcos(kjh) =: Ak
j=0
und analog
n—1
by ~ — f; sin(kjh B
SENED

Auswertung des trigonometrischen Polynoms
A0 .
Sm(t) = =2 + Z (A cos(kt) + By sin(kt))
=1
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Ende der Vorlesung.

Ich wiinsche lhnen viel Erfolg bei der Klausur zur Analysis Il und
hoffe, dass lhnen die Vorlesung SpaBB gemacht hat!
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