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Uneigentliche Integrale

Definition:

Sei f : [a,b|— IR in jedem Teilintervall [a, c| C [a, b mit ¢ < b
beschrankt und stetig bis auf endlich viele Unstetigkeitsstellen.

a) Singularitat an einer Grenze, z.B. Polstelle in b

b—e

/b f(w) dz = lim / f(z) dz

a

b) einseitig unbeschrankter Definitionsbereich,
7b — OO’

C

71"(:6) dr = lim /f(a:) dx

c— 00
a

Falls der entsprechende Grenzwert existiert,
so heiflt das uneigentliche Integral konvergent,

sonst divergent.

Fiir die untere Integrationsgrenze, d.h. f :Ja,b] — IR,

werden entsprechende uneigentliche Integrale definiert.
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Konvergenzkriterien fiir uneigentliche Integrale

Definition:

b
Das uneigentliche Integral / f(x)dz heifit absolut konver-

b
gent, falls / | f(x)| dx konvergiert.

Satz: Konvergenzkriterien fiir uneigentliche Integrale

/b fla)dz

a) Ein absolut konvergentes uneigentliches Integral konver-
giert auch im gewohnlichen Sinn.

b) Majorantenkriterium:
Gilt fiir alle z: | f(x)| < g(x), dann gilt:
b b
/ g(x)dxr konvergent = / f(x)dx absolut konvergent.

a

¢) Minorantenkriterium:
Gilt fiir alle z: 0 < g(x) < f(x), dann gilt:

b b
/ g(x)dxr divergent = / f(x)dx divergent .
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Aufgabe 25:

a) Man berechne die uneigentlichen Integrale, falls sie existie-

ren
. 9 9
. Lo = L
@128 T Sov ) @w_12B
1 14€
9
= lim 12(z — )3
e—0+ 1te

= lim 12((9 — )2 -3 =2

e—0+
Das Integral existiert.
, 2
l/ x+1w4 agifn@+4ﬁmdx
0 0

— lim 8(z+ 1)YA[

a—00 0

= lim 8((a+ 1)/* — 1) = 0

a—o0

Das Integral existiert nicht.
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b) Man untersuche die folgenden uneigentlichen Integrale auf
Konvergenz (ohne sie zu berechnen)
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Bild 25 b): Funkti
i ) unktion f(x) = 513

oo
.. X
Konvergenzuntersuchung fiir -
x
1

2 2 2
1 2
Fire >1gilt 0< - <P _ 2
x° + 3 x° 3

a

[ a2+1 1
T dr = lim ey r < lim —dx
335—|—3 a—00 x5—|— a—00

1

1
a . 1
= lim (1 — —2> =1
1 a—00 a

1
absolute Konvergenz nach dem Majorantenkriterium

= lim ——
a—o00 T2
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(i) Fir 0<z<1 glt 27/2<a%2

1 1
_ 1
/ +:U3 N }g%/ a7/ + x5/2 e
0 a
1
> ] ! d
= 2| e
L
= lim —

a—0  3p3/2 ;

= JmssE T3 T

Das Integral divergiert nach dem Minorantenkriteri-
um.
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Bild 25 b)(ii):  Funktion f(z) = ——
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Parameterabhangige Integrale

Die reelwertige Funktion f(x,y) sei in [a,b] X [c¢,d] stetig
beztiglich x und integrierbar beztiglich ¢, dann ist das folgende
parameterabhangige Integral stetig

d
F(a:):/f(a:,y)dy, a<xz<b.

Beispiel:

Als Laplace-Transformierte zur Funktion f(¢) bezeichnet
man das vom Parameter s > 0 abhangige Integral

F(s) :/f(t)e_Stdt.

Satz: (Leibniz-Regel)

Ist die Funktion f(z,y) zusitzlich stetig differenzierbar
beziiglich x und sind g(x) und h(x) stetig differenzierbar, dann
gilt

y h(z)
Fl(z) = . / flz,y) dy
(z)
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Aufgabe 26:

a) Man berechne die Ableitung des parameterabhéngigen In-

tegrals
2z

F(:L'):/ et dy

1

(i) durch Integration nach y und anschlieendes Ableiten
nach x,

2x

F(:C) _ / eSx—f—y dy _ €3x+y ix

1

_ 6355—1—255 . 63:1:+1 — 65:5 . €3x+1 —

F/(ZE) _ 56595 L 363x+1

(ii) durch Ableiten nach x und anschlieende Integration
nach y.

2z
F/(SU) _ €3ZB—|—2:B L9 63:10—1—1 0 ‘|—/ 363:B+y dy
1
— 2€5I T 3€3x+2x . 363$+1

_ 5€5$ . 363:E+1
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b) Man berechne fiir f(¢) = cos(yt) mit v € IR die Laplace-
Transformierte fir s > 0

F(s) = / Ft)e=" dt

Die Berechnung erfolgt tiber partielle Integration:

a

a
—st | @ —st
/cos(vt)e‘gt dt = —cos(vt)6 —/ wsin(wt)e dt
s s
0 "0
—st | @ —st|@
e e
= — t + ysin(yt
cos(7t)— S in(7t)— 0

a

—st
—/72(:08(775)6 dt =

2
0
a
. 1 e—st ' e—st a
/Cos('yt)e dt = 175 (—cos(’yt) p + v sin(vt) 2 0)
0
e cos(ya)  ysin(ya) 1 1
=T\ )t
14+~%/s s s 14++%2/s* s
a
1 1 S

. —st - - . - =
= ali)rgo/ cos(yt)e T dt = 1112/ s s2 4+ ~2
0
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Rotationskorper

Gegeben sei die Funktion

f:la, ] = R

Bei Rotation des Funktionsgraphen von f um die z-Achse
erhalt man

a) Volumen eines Rotationskorpers

b
TR / (f(2)) dz

b) Mantelflache eines Rotationskorpers

b

M.f-Achse - 27T/ \/1 + 2 dm

a

Entsprechend erhalt man das Volumen eines Rotationskorpers
bei Rotation von f um die y-Achse

f (b
y Achse — =T

f(a)
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Aufgabe 27:
Gegeben sei die Funktion

f:0,7/2] — IR mit f(z)=-sinz.

a) Man berechne das Volumen des Rotationskorpers, wenn
der Funktionsgraph von f um die x— Achse rotiert.

partielle Integration und Additionstheorem ergeben

/(Sin r)? dx = /Sinxsinaz dx

:—sinxcos:c+/(cosx)2d:c—l—é
:—sjnxcosgj—l—/l—(sinx)2d:€—l—é
:—sinxcosx+a:—/(sina:)2da:+c~' =

1
/(Sina;')2 dx = 5(33 —sinzcosx) + C

Damit erhalt man

b /2
|V — 7'('/ (f(a:))2 d:z::W/ (sin:c)2 dx
a 0
7 /2 gl

= §(x — sin x cos )
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b) Man berechne das Volumen des Rotationskorpers, wenn
der Funktionsgraph von f um die y—Achse rotiert.

Bei Rotation um die y-Achse ist der Abstand vom Funk-
tionsgraphen zur y-Achse gegeben durch

r= f"'(y) = arcsiny.

Substitution y = sin xz und partielle Integration ergeben

f(0) 1
f(a) 0

2

= T x°cosx dx

/2
:U2sin:r:’g/2 — Q/xsin:r: dx
0

= T

/2

e}
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c) Man berechne die Mantelfliche des Rotationskorpers,
wenn der Funktionsgraph von f um die x— Achse rotiert.

Substitution und cosh®t — sinh*t = 1 ergeben

/ V1+s?ds s=sinht / cosh® t dt
= sinhtcosht — / sinh? ¢ dt
= sinhtcosht%—t—/cosh%dt#—é

1
= /\/1+52ds = 5(5\/1+52+arsinhs)+0

Die Mantelflache berechnet sich dann durch:

b

My = on / F@VI T (F@) da

a

/2

= 27r/sin:cv1+0082xda:

0

0
o o / Vit s ds
1

1
= 7 (3\/1 + s2 + arsinh 5) = T (\/§ + arsinhl)
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d) Man zeichne die Mantelfiachen der Rotationskorper aus a)

und b) mit Hilfe der MATLAB-Routine ezsurf’.

Der Vektor des Funktionsgraphen

mit 0 < 2 < 7/2 und f(z) = sinz muss in den IR
eingebettet werden

Multiplikation von w(x) mit der Drehmatrix D(y) und
0 < ¢ < 27 fur eine ganze Umdrehung um die z-Achse.

Parameterdarstellung der Mantelflache

1 0 0 x T
Uy pae(T,0) = | 0 cosp —sing sinx | = | cospsinz
0 sinp cosp 0 sin  sin @
DT@ V()

Der MATLAB Plotbefehl fiir Bild 27 a) lautet:

ezsurf (’x’,’cos(p)*sin(x)’,’sin(p) *sin(x)’
, [0,2%pi,0,pi/2])
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X = X, y = cos(p) sin(x), z = sin(p) sin(x)

1
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Bild 27 a) Rotation um die x-Achse

cosep 0 —singp x X COS Y
Uy paee( T, ) = 0 1 0 sinz | = sin
singp 0 cosy 0 2 sin @

D y) U(z)

Der MATLAB Plotbefehl fiir Bild 27 b) lautet:

ezsurf (’xxcos(p)’,’sin(x)’, ’x*sin(p)’
,[0,2%pi,0,pi/2])

X = X cos(p), Yy = sin(x), z = x sin(p)
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Bild 27 b) Rotation um die y-Achse
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Kurven und Bogenlange

Definition:
Eine stetige Funktion

c:la, b — R", t—c(t) =

heifit Kurve bzw. Parameterdarstellung einer Kurve.

t heifit der Parameter und |a, b] das Parameterintervall.
c(a) = (z1(a), - ,zn(a))’ heift Anfangspunkt und
c(b) = (z1(b),--- ,z,(b))" Endpunkt der Kurve.

Der Tangentenvektor

o(t) = }Lli% c(t+ h})b —c(t)

= (@1(t), ..., &n(t)"
der Kurve ¢ an der Parameterstelle .

Ist jede Koordinatenfunktion ¢;(t) stetig differenzierbar, so be-
zeichnet man c als C'-Kurve.

Beispiele fiir Parameterdarstellungen

a) Funktionsgraph eciner Funktion
fila bl =R, z— f(z)

i

c(z) = (f(@) oz €l
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b) Geradengleichung im IR"
ct)=a+tr, telR

Ortsvektor: a, Richtungsvektor: r
Fir Geraden durch die Punkte a, b € IR" wihle r = b—a.

¢) Polarkoordinaten im IR’

0= (o)

d) Schraubenlinie im IR’

cost
c(t)=|[ sint | , te€|0,6m], aclR.
t

ezplot3(’cos(t)’,’sin(t)’,’t’, [0,6%pil)

Xx= cos(t),y= sin(t),z= t

Bild Schraubenlinie ¢

Die Bogenlidnge einer Kurve ¢ im Intervall |a, ] berechnet
man durch

Lic) = / le@]dt (> 0).
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Aufgabe 28:

18

Man berechne die Bogenlangen der folgenden Kurven ¢ und

zeichne die Kurven.

a) c(t) = (

L(c) =

outf+]=

;};),te[o,u N C(t)—(gfm)

/Hc ()l dt = /¢ - BV d

5/ V16 + 9t dt ™ 16“”—/ vz dz
0

25
1 1 61
.32 — — ((25 3/2 16 3/2\ _— =
2756 » 97 (( ) ( ) ) 97
y
10}
0.8;
0.6;
0.4}
02f
T os 10 Tas T T
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cost —sint
b)c(t)=|[ sint |,te€|0,87] = ¢(t)=| -cost
t/10 1/10

v 101

le(®llz = /(= smBP + feos B + (1/T0P = Y1

/Hc Ml dt = /@dt

8
101 4wy/101
10 5

Bild 28 b): c(t) = (cost,sint,t/10)"



