Fachbereich Mathematik der Universitat Hamburg SoSe 2019
Dr. K. Rothe

Analysis 11

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 6

Aufgabe 21:

Man berechne die folgenden Integrale

3 1 623 — 322 4+ 2x — 3
d b 4 d
2) /5—2x v, b /(7:;;—4)2 T, / 2% — 1 o

5) 5% 6x
d) /—x2+2dx, e) /2$2+2dx, f) /—$2+4$+5dx

Losung:

a) Substitution: ¢t=5—-2x — dt=—-2dx

3 3 1 3 3

o5 —2x 2
b) Substitution: ¢ =Tz — — dt=Tdx
/ / dt = — 75_ +C = ! +C = ! +C
(7x - T (7 —4) 28— 497

¢) Polynomdivision:

(6x3—3x2—|—2x—3):(2x—1):3x2+1—2x_1

—(62% — 32?%)

2¢ -3
—(2z —1)
-2
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623 — 322+ 2x — 3 2
* v dx = 32 +1— ————dzx
2z — 1 2 1

Substitution: t=2x—-1 — dt=2dx

1
:x?’—l—x—/;dt+C:x3+x—1n|t|+C’:x3+x—ln|2x—1|—|—C

d)/ﬁi—2dx_g/md$

X

Substitution: t=— — dz=+vV2dt
V2 v2
5v/2 / 1 5 5 ( x )
= dt = — arctan(t) + C = —arctan | —= | + C
SR RS BV A U, NG

5 5 2
e)/ ’ dx:—/ Y da
222 42 4 ) 2?2+1

Substitution: t=22>+4+1 — dt =2z dx

) 1 5 5
=— [ —dt="1In|t = _—Inlz?+1
4/t 4n||+C’ 4n|x+]—|—C’

62 3(22 +4) — 12
f ——dx = d
)/1:2+4x+5 v / (x+2)2+1 !
2(x +2) 1
=3 — 2 dx — 12 ——d
/(rc+2)2+1 ! /(:c+2)2+1 !

Substitution: t=z+2 — dt =dx

2t 1
=3 dt — 12 dt
/t2+1 /t2+1

Substitution: u=t*+1 — du=2tdt

1
= 3/ —du — 12arctant = 31n |u| — 12arctant + C
u

=3In|t* + 1] — 12arctan(z +2) + C = 3In |2 + 42+ 5| — 12 arctan(x + 2) + C
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Integration rationaler Funktionen
Schritte zur reellen Partialbruchzerlegung

Gegeben sei die durch die Polynome P(z) und Q(x) definierte gebrochen rationale
Funktion

a) Polynomdivision

Falls deg P > deg @ fiihre eine Polynomdivision mit polynomialem Anteil p(z)
und Rest r(x) durch:
P(x) r(z)

Q@) " e
wobei degp = deg P — deg ) und degr < deg Q.

b) Faktorisierung von @)
Qz) = ez — )" - (& — )" g1 (2) - g7 (2)

Dabei sind ¢;(z) = (z — a;)* + b7 quadratische Polynome mit komplexen Null-
stellen, also in IR nicht in Linearfaktoren zerlegbare Polynome.

c¢) Partialbriiche

: — 2 k5 .1 .2 _ %ok
(1) zu (.I x]) T — x] ) (ZL' . xj)Q ) ) ($ . x])kj
(i) mgl(e) 0T Mt T
! (x—a;)* + 07" ((z—a;)* +05)° 7 ((x—ay)* +b7)%

d) Partialbruchzerlegungsansatz

r(z) 1 — ( a1 Qo Qjk; )
g — ? —|— ? _I._ P + —_—
Q() ciqg\e—a;  (v—a5)° (x — x5)k
+1 e ( V1% + (Sj,l Vj.;T -+ (Sj,gj )
c (x —a;)?+ b3 ((x —a;)* +03)%
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e) Berechnung der Unbekannten «;;,;;,

(1)

(i)

Berechnung von /

j?i

Koeffizientenvergleich

Multipliziere den Partialbruchzerlegungsansatz von r(z)/Q(x) mit Q(x)
und vergleiche die Koeffizienten des Polynoms r(z) mit denen des durch
Kiirzen, Ausmultiplizieren und Sortieren nach x-Potenzen entstandenen
Polynoms der rechten Seite.

Die Unbekannten o ;,;,,9;, ergeben sich als Losung des aus dem Koef-
fizientenvergleich resultierenden Gleichungssystem.

Einsetzungsmethode

Multipliziere den Partialbruchzerlegungsansatz von r(z)/Q(x) mit Q(x)
und kiirze auf der rechten Seite die Nennerfaktoren gegen die aus Q(z).

Ohne die rechte Seite auszumultiplizieren werden jetzt die reellen Nullstel-
len z; und die komplexen Nullstellen z; = a; +1ib; von @)(x) nacheinander
jeweils auf beiden Seiten eingesetzt. Damit lassen sich die Unbekannten
ks Vil 6j7gj berechnen.

Durch (ggf. mehrfaches) Ableiten und Wiederholung des obigen Verfah-
rens ergeben sich die iibrigen Unbekannten, falls die linearen oder qua-
dratischen Faktoren von @(x) in héherer als erster Potenz auftreten.

P(z)
o) ™

Das Integral ergibt sich durch Integration der aus der polynomialen und Parti-
albruchzerlegung resultierenden Summanden und anschliefender Summation der
Teilintegrale. Dazu ist die Integration der folgenden Typen erforderlich:

a) Polynome: p(x)= chxk
k=0

b) Partialbruchtyp:

(1)
(i)

S k1
/p(x)dx:chk+1+C

k=0

(x — ;)

1
k=1 / de=In|z —z;|+C
T —Zj

1 1 1
k> 2: ———dr = : C
- / (x —xj)k T (x —x;)k 1 *
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c¢) Partialbruchtyp:
cx +d c 2(x — a)

(x—a)2+02)! 2 ((x—a)?+b2)

+<ca+d)((x—a)2—|—b2)f

i) ¢=1: /(M—_@dx:ln((a:—a)2+b2)+0

x—a)?+b?
B rse [ 29 11
(11) / > 2: /«x _a>2_|_b2)g dr = 17 ((.1'—&)2 +b2)f*1 +C

' 1 1 T—a
(111) E—l /mdfﬁ— barctan( b )+C

(iv) Rekursionsformel fiir ¢ > 2:

1
Ig ::/((Jj—a)2—|—b2)£ dr =

1 1 T —a
i |4 e e o Ll

Beweis der Rekursionsformel:

o (x —a)®+? . (x—a). 2(x — a) . 9
I“‘_/<<a;—a)2+b2)fd _/ > (@_aprpy @l

(-a) . 2c—a)

partielle Integration: u = 5 (x — a)2 + b2)t

1
= u’:§ und v =

/(:E—a)_ 2(z —a) dx:(x—a). 1 1 1
2 ((z—a)P+p) 2 1-1 ((z—a)P2+p)1 21-1)
S PR S el T

20—1) (w—a2 1)1 2(1—1)

= le= bl2 (1“ (1 " 2(11— z)) - 2(11— D (e - z);ﬁbz)f‘l)

1 r—a
= m ((3 - 2£)[£—1 - ((I . a)g + b2>£—1)

Ipy
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Aufgabe 22:

Man berechne folgende Integrale ggf. unter Verwendung der Partialbruchzerlegungs-
methode

a) / ! dx
322 + 152 — 18

b) / 3+ 22 — 35z + 17
24+ 6x —7

€z,

c) /(2m2—9+3)2dx

Losung:

a) Nennerfaktorisierung: 322 4+ 15z — 18 = 3(2? 4+ 5z — 6) = 3(z — 1)(z + 6)

7 T 1 T 1
302+ 150 —18 3 \a2+52-6) 3 \(v—1)(x+6)

Partialbruchzerlegungsansatz:

1 A B Alx+6)+ B(x — 1)

@—0(@16) 2-1 246  (z=1)@+06)

= 1=A(x+6)+B(x—-1)
Nennernullstellen einsetzen:
1
r=1 = 1=A01+6)+B1-1)=74A = A:?

1
r=—6 = 1=A(6+6+B(-6-1)=-TB = B=-

/

(In|z—1]—In|z+6])+C

1 1 1 1
Tt—1 Tx+6

wl

/
r =
3r2 + 15x — 18

W —
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b) Polynomdivision:

20 — 18

(2% + 2> =352 +17) : (2P 4+ 62 —T) =2 -5+ 55—
x?+ 6z — 7
— (2% + 62% — Tx)
—bx? — 282 + 17
—(—52% — 30z + 35)

2x — 18

Nennerfaktorisierung: 2+ 6x — 7= (v — 1)(z + 7)

Partialbruchzerlegungsansatz:

2z — 18 2z — 18 A B

22+6x -7 (z—1)(z+7) x—1+x+7

= 20—18=A(x+7)+Blx—-1)=(A+B)x+7A—-B
Berechnung von A und B iiber einen Koeffizientenvergleich von

20 —18=(A+B)x+7A—-B

—-18=7TA—-B = B=TA+18
2=A+B=A+T7TA+18=8A+18
= 8A=-16 == A=-2 = B=4

alternativ:

Berechnung von A und B durch Einsetzen von z-Werten, vorzugsweise der
Nennernullstellen in die Gleichung:

20 =18 = A(x +7) + B(x — 1)

z=1: 2-18=-16=A(1+7 = A=-2
r=-7: 2. (-7)—18=-32=B(-7—-1) = B=4

Integration:
23+ 2% — 351 + 17 2 4
dr = —5— d
/ 22+ 6x —7 . /x x—1+x+7 .

= %—5x—21n|x—1]—|—41n|x+7|+0

c¢) Dieses Integral wird iiber die Rekursionsformel mit ¢ = 2 berechnet
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I

9

222 + 3)2

Aufgabe 23:

dz

/ 32(2x2?3—|—1)2 de = / <(m)12+1>2 d

V3 1
E/ RS

V3 1 1 t
_— 3—2-2 dt — C
Nl 2(1—2)<( )/t2+1 t2+1)+
V3 t
2—\/§ (arctant+t2+1) +O
N

V3 2 v
—— | arctan + +C
2v/2 V3 (@)QH

V3

| wo
/

&

=

S

&

=
—
Sl
~

_|_

&
~
_|_

Q

Man berechne unter Verwendung der Partialbruchzerlegungsmethode

Losung:

8x3 — 4322 + 462 — 39

dx .
x4 —Ax3 + 27 v

Raten der Nennernullstelle = 3 (Teiler der Konstanten 27) und Polynomdivision:

(x* — 423+ 27): (x —3) =2 — 2> — 32— 9
—(z* — 323)

—T

3497

—(—a® + 32%)
—3x% + 27

—(—32% + 9x)

—9x + 27
—(—9z +27)

0

Erneutes Raten der Nullstelle z = 3 (Teiler der Konstanten 9) und Polynomdivision:
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(23 =2 =32 —-9): (x —3) =2+ 2r+3
— (2% — 32?)
222 — 3z —9
— (22 — 6x)
3r—9
—(3x—9)
0

Damit lautet die Nennerfaktorisierung:

gt —4xd + 27T = (2 - 3)*(2* + 22+ 3) = (z = 3)*((x + 1) + 2).

N / 8x3—43x2+46x—39d / 8x3—43x2+46x—39d
= x
xt —4x3 + 27 (=32 ((z+1)2+2)
Partialbruchzerlegungsansatz:
8z —432% +46x —39 A n B n Cx+D
rt — 43 + 27 S -3 (z-32 (z+1)2+2

= 823 — 4322 + 46z — 39
=Alz -3)((z+1)*+2)+ B((x +1)>+2) + (Cx + D)(x — 3)*
Koeffizienten iiber Einsetzen verschiedener xz-Werte berechnen:

Berechnung von B durch Einsetzten der Nennernullstelle z = 3:

8:3%—-43-32+46-3-39=-72=B(4*+2) = B=-4

Berechnung von A durch Ableiten

242% — 861 + 46

= A((z+1)*+2)+B-2(x+1) + (z — 3)[24(x + 1) + C(x — 3) + 2(Cz + D)]

und dann Einsetzten der Nennernullstelle 2 = 3:
24-32—86-3+46:4:A(42+2)—4-2(3+1) = A=2

Berechnung von C' und D durch Einsetzen geeigneter  Werte:

x=0:

—39 = A(=3)(1° +2) + B(1* +2) + (C - 0 + D)(-3)
=-30+9D = D=-1

r=1:

8 —43 +46 — 39 = —28

= A(=2)((2)* +2) + B((2)* +2) + (C + D)(1 - 3)°
=-524+4C = (C=6

9
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Damit kann das Integral mittels Partialbruchzerlegung berechnet werden

/8x3—43x2+46$—39d / 2 4 n 6r — 1
r = —
— 423 427 r—3 (x—3)% (x+1)2+2
4 2(x+1) 1 ~
=2ln|z-3|+ —+3 | ————dov -7 | ——————dz+C
n|z |+x—3+ /(:v+1)2—|—2 x /(x+1)2—|—2 x+
Zur Losung der verbleibenden Teilintegrale:

Mit der Substitution ¢t = (x 4+ 1)+ 2 — dt = 2(z + 1)dz erhélt man

2z + 1) 1 ,
. _dr = —dt =3In|t| =31 1 2 .
3/ RS x 3/t 3In|t| =3In|(x + 1)+ 2|+ C4

1
Mit der Substitution ¢ = T — dx = \/2dt ergibt sich

V2

7/7@‘“;/« ST
:E/mdt:ﬁarctant—Tarctan (T) + Cs.

Damit erhalt man die Stammfunktion
/ 8x3 — 4322 + 462 — 39
gt — 43 + 27

4 7 z+1
=2In|z -3+ —— +3In|(z + 1)* + 2| — — arctan + K.
o= 30+ g+ 3o+ 17 4 2] - s anctan (22

dx
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P(e?)

Q(e

Berechnung von /

dt
Die Substitution: t=¢* & z=Int = dr=—

t
. P(e”) / P(t)
fihrt auf den Standardfall: / dr = dt .
Q(e") t-Q(t)

Plsi
Berechnung von / M dx

(sinz, cos )

2dt
Die Substitution: ¢ = tan z & g =2arctant = dr=——
2 241
ibt nach k Rech (%): si 2t -
ergibt nach kurzer Rechnung (%): sinz = CcoOS T =
& & 2417 2 +1

und fiihrt damit auf den Standardfall:

P 2 1—¢?
P(sinz, cos x) 2+17¢2+1
Q(sinz, cosz) v 2t 1 —+¢2 dt.
241). -
(#+1) Q<t2+1’t2+1>

Zur kurzen Rechnung (x):

2t 2tan(x/2) _ 2sin(z/2) cos(x/2)
2+1  tan®(x/2)+1  sin®(z/2) + cos?(x/2)
1— ¢t _1- tan?(xz/2) _ cos?(x/2) — sin?(z/2)
2+1  tan®(x/2)+1  sin®(x/2) + cos?(x/2)

= 2sin(z/2) cos(x/2) = sinx

= cos?(z/2) — sin*(2/2) = cosx
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Aufgabe 24:

Man berechne die unbestimmten Integrale

3z

1
a) /cosh2tdt, b) /\/1—1—9(:2611:, c) /e—dx, d) / dx .

e3 + 4 CcOoS T

Losung:

a) Additionstheorem: cosh?¢ —sinh®*t =1 und

partielle Integration: wu = cosht, v' = cosht

/ cosh’tdt = / coshtcosht dt = coshtsinht — / sinhtsinht dt + C
= coshtsinht—/cosh%—ldt%—é’ =
2/ cosh’tdt = t+4coshtsinht+C =
2 1 .
cosh“tdt = 5 (t + coshtsinht) + C
b) Substitution: z =sinht = dr =coshtdt wund ¢ = arsinh z
/ V1i+2?2de = / \/1—|—sinh2tcoshtdt:/costhdt

1 1
=3 (t + coshtsinht) + C = 5 (arsinh r+ V1 +x2> +C

¢) Substitution t = e* dxr = —

e’ B dt 1 3t?
/ dx:/ _:_/( dt
e3r 4+ 4 tB3+4t 3) 344

1 1
:gln(t3+4)+C:gln(e?’x—i—él)—i—C,

1—¢2 2dt
R rT = ———
2417 t2+1

1 1 2dt
de = [ — =2 _ dt = | — 4 —— @
/cosm * /1—t2t2+1 /1—t2 /1—t+1+t

2 +1

x
d) Substitution: tan i t, cosx=

1+1

= In|l+¢/—-Injl—¢t/+C =1In = t‘—i—C’
T
1+ tan — T T
= In :% +C = ln)cosg—i-sinQ‘ ln‘cos§—$n2 +C

1 — tan =
an2



