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Integration

Definition

Gegeben sei eine Funktion f : [a,b] — IR und eine differenzierbare
Funktion F': [a,b] — IR.

Man nennt man F Stammfunktion

oder unbestimmtes Integral von f, wenn gilt

F'=f
und schreibt dann auch F = / f(x) dx .

Die Funktion f wird auch als Integrand bezeichnet.

Ist [ eine Stammfunktion, dann erhalt man alle Stammfunktionen
F von f durch

F:F—I—C’:/f(x)dx—i—C mit C €IR

und bezeichnet C' als Integrationskonstante.

b
Das bestimmtes Integral / f(x) dzx

wird tiber Riemannsche Summen erklart.
Im Falle der Existenz gibt dieses (Riemann-)Integral
bei nichtnegativem f den Flacheninhalt

zwischen z-Achse und Funktionsgraph von f im Intervall [a, b] an.
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Integraleigenschaften

Satz:
Fir a,b,c € IR mit a < ¢ < b und integrierbare Funktionen

f:la,b] = IRund g : [a,b] — R gilt:

b b
a) Monotonie /f(a;) dx < /g(:z:) dr, falls f(z) < g(x),

c) /bf(ﬂf)dﬂf—/cf(fﬂ)dfﬁ+/bf(93)dx,

d) Speziell wird definiert:

a

/a fla) de = — /b flz)dz und / fla)de =0
b a

a
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Tabelle einiger Stammfunktionen:

Integrand | Stammfunktion
1 / lde =2+ C
2
x / rdr = % +C
wa—{—l
« (0% — _1
T /:1: dx a+1+0, a € R\{-1}
1 1
- /—dajzln\x\+0
T T
sin(x) / sin(x) dr = — cos(x) + C
cos(x) / cos(x)x dr = sin(x) + C
tan () / tan(z) de = —In| cos(x)| + C
1 1
dr =t
cos?(x) / cos?(x) T = tan(z) +C
\/11_7562 / . _1332 dx = arcsin(z) + C
1 1
T / T dx = arctan(xz) + C
e’ / e de=e"+C
sinh(x) / sinh(z) do = cosh(x) + C
cosh(z) / cosh(z) dor = sinh(x) + C
tanh(x) / tanh(z) dx = In(cosh(x)) + C
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

Fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — IR gilt:

a) F(x) = / f(t)dt ist eine Stammfunktion von f(z).

b) Ist F'(x) eine Stammfunktion von f(z),

dann gilt fiir das bestimmte Integral

Integrationsregeln

Satz: Linearitat
Fiir stiickweise stetige Funktionen f, g : [a,b] — IR

und Konstanten «, 8 € IR gilt

0 [ afta)+ sgla)de = a [ fla)dos s [ gla)do,

b) /bozf(as)+5g(:€) dr = oz/f(x) dx+6/g(x) dx .

5
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Aufgabe 17:

Man berechne alle Stammfunktionen zu
a) fi(z)=22" —5sin(z), b) folw) = 4cos(x) — Tsinh(x)

O flz) = 2+x:ce$ | Q) filz) = 3z° —\5/:;3 + 4z |

Losung:

33'6

a) / 22" — 5sin(z) dr = §+5COS($)+C,

b) / 4cos(x) — Tsinh(z) de = 4sin(z) — 7cosh(x) + C |

2 v 2
c)/ e dx 2/—+6xd:v = 2In|z|+e" + C,

X X

3% — 5’ 4+ 4
d)/ _ f+ " dr = /3x9/2—5x5/2+4x1/2d33
X

6 11/2 10 7/2 8 3/2
—Hzc 73} +3x +C
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Satz: partielle Integrationsregel

Fiir stetig differenzierbare Funktionen — w,v : [a,b] — IR gilt

) / w(@)v'(z) de = u(z)v(z) — / o (2)(z) de + C,

Aufgabe 18:

Mit Hilfe der partiellen Integrationsregel berechne man
a) / (3x — 1) cosh(x) dx
partielle Integration: w =3z — 1, v’ = cosh(x)

/ (3¢ — 1) cosh(x) dx = (3x — 1)sinh(z) — / 3sinh(z) de + C

= (3x — 1)sinh(z) — 3cosh(z) + C
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b) / 2 In(z) dz

partielle Integration: u = 2%, v' = cos(x)

/ 2% cos(z) dx = x?sin(z) — /2:1: sin(z) de + C

weitere partielle Integration: u = 2z, v’ = sin(x)
= x*sin(z) + 2z cos(z) — /2 cos(x) dx + C

= z%sin(x) + 2z cos(z) — 2sin(z) + C
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d) / cos(t) sinh(t) dt

partielle Integration: — u = sinh(t) , v" = cos(t)

/ cos(t) sinh(t) dt = sin(t) sinh(t) — / sin(t) cosh(t) dt + C

weitere partielle Integration: — u = cosh(t) , v' = sin(¢)

= sin(t) sinh(¢) — (— cos(t) cosh(t) — / — cos(t) sinh(t) dt) +C

= sin(t) sinh(t) + cos(t) cosh(t) — / cos(t)sinh(t) dt + C

N / cos(t) sinh(t) dt — sin(t) sinh(¢) + cos(t) cosh(t) Lo

2
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e) / 150vx — 1 dx

partielle Integration: w = 152, v/ = o — 1

/ 15zvVx — 1dx

2-15 2-15
_ Sx@—LW%i/ Pla 12 dw +C

= 10z(x —1)*% — / 10(z — 1)*%dx + C

20
(@14 C

= 10x(z — 1)
= (z—1*%10z —4(z — 1))+ C

= 20z —1*?Bz+2)+C



Analysis II, ©K. Rothe, SoSe 2019, Hérsaaliibung 5 (Beispielaufgaben 17-20) 11

f) / tan(x) da

/ tan(z) dz = / sin(x) - (cos(z)) ! dz

partielle Integration:

—1

u = (cos(x))™, v = sin(z)

= u' = sin(x)(cos(z)) 2, v = — cos(x)

/ tan(z) do = / sin(z) - (cos())~" dz

= — cos(z)(cos(z))

+/ sin(z)(cos(z)) " cos(x) dx + C
= —1 +/ tan(z) dx + C

= 0=-1+4C = (C=1

Mit partieller Integration kann keine Stammfunktion gefunden
werden.
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Satz: Substitutionsregel

Die Funktion g : [a, b] — [c, d] sei stetig differenzierbar,

es existiere die Umkehrfunktion ¢! zu g und

die stetige Funktion f : [¢, d] — IR besitze die Stammfunktion F,
dann gilt mit der Substitution x = ¢g(t) & t =g ()

a) /ﬂmmﬂwmzﬂmm+c=mw+c=/ﬂ@m,

b g(b)
b) /ﬂmmﬂwﬁzﬂﬂm—F@@%{/ﬂ@M,
a g(a)
d g 1)
0 /ﬂmszw—sztffmmﬂwm
¢ g7 1(c)
Merkregel:
a) C;—f =Jt) < der=dg{t)dt <+ dt= gc/l(x;)
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Aufgabe 19:

Mit Hilfe der Substitutionsregel berechne man

) / cos(z) sin’(x) dz

Substitution: s =sin(x) — ds = cos(x) dx

4 -4
/ cos(x) sin’(z) dw = / s°ds = SZ +C = 511"14(:13) +C

b) / 2eVa? 4+ 1dx

Substitution: s=224+1— ds =2xdx

23/2 (12 13/2
/2:1:Va:2+1da::/\/§ds: 83 +C = @ —; )

13

+C
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c) / 22" dx

dt
Substitution: = x°

— dt =3x%dx — dr=—
312

1 1 1
/xzex?)dx:g/etdt:§et+C:§e$3+C

6t +9

d)/ (In(2t + 3))* o

d
Substitution: x=2t4+3 — der=2dt — dt = ;

14

/ (In(2t + 3))* dt:lf de_}/ L () da

6t +9 2 3x 6 T

weitere Substitution: v =Inz — du = —dx
T

30 30 30

5 5 5
é/u4du_u_+0_(1nx) +O:(ln(2t—|—3)) N
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61’
e) / T dx

dt dt
Substitution: t=e€* — — =¢* — dr=—
dx t

e’ t dt 1
dx = — = dt
e2r + 1 241t t2 41

= arctan(t) + C' = arctan (e*) + C

ﬂ/&ﬂ@m—/iﬁgm

Substitution: ¢ = cos(x) — dt = —sin(x) dx

/ tan(z) dz = / ig;(é; dz

1
:—/ ;dt:—ln]ﬂ—i—C:—1n\cos(5€)|—|—0
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Aufgabe 20:

a) Man berechne den (positiven) Flacheninhalt F'
der durch die Teilmenge

M:{(:C,y)EIF{2:x3§y§\/E}

des IR* gegeben ist.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Bild 20: Menge M

Schnittpunkte von f(x) = v/z und g(z) = 23

V=1 = 0=2"-2=2("-1).

Zwischen 1 = 0 und xo = 1 gilt g(x) < y < f(x).
Daher berechnet sich der Flacheninhalt durch

Fﬁ—bjﬂ@—g@ﬁm—-jv%—fmx

(2.3 14 :
N (33'j 1"

0
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b) Man berechne die folgenden Integrale

/2

(Q) / e7 sin(z) dz

0

partielle Integration:

X

u=e" v=sinlzr) = wu=e€", v = cos(x)

/ " sin(x) dz

— "sin(z) — / e? cos() d

" sin(z) — (ex cos(x) — / e (— sin(z)) d:z:) L C

el’

= /ex sin(z) dr = 5 (sin(z) — cos(x)) + C

/2
e™? 4+ 1

= / e’ sin(z) dr = 5

0
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/2

(ii) / sin(x) cos*(x) da

Substitution:
u = cos(x) — du= —sin(z) dr,
cos (g) =0, cos(0) =1
/2 0
. ) 9 u3 ! 1
sin(z) cos®(z)der = — [ v du = —| = =
30, 3
0 1
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4
(i) / rV2zx + 1dx
0

partielle Integration:

u=z,v=vV2xr+1 = u=1,v=—

4
/ zV2x + 1dx
0

4
= /x(2x+1)1/2da:
0

2
— x-—(2 13/2
T - 23(:13+

4
2
a2 2 3/2
5 3/ x+1
0

4

x 11
= 2o+ 1) - (2w +1)"
FR N M T

0

2r + 1\ |*
- (2x+1)3/2(§— v )

3715 )|,
4

30— 1" 208

= (2 1)3/2. 22 | — =22%

2z +1) 5 |, 15
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Substitution als Alternative:

u? —1
2

dr=udu, 2-04+1=1,+v2-441=3

u=+2r+1 = x=

4 3
2
—1
/33\/2:1:+1d9: = /u2 U - udu
0 1
; 4 2
_/u—u g
2
1
. ’LL5 ’LL3
100 6|,
3P -5t 298
B 30 |, 15




