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Polynom-Interpolation

Fur reelle Stutzstellen

L)< T < T << Tp—1 <y

seien zugehorige reelle Funktionswerte = Stiitzwerte

Yo, Y1, Y2, -5 Yn—1, Yn

bekannt.

Gesucht ist ein Polynom n-ten Grades

P,(z) = ap + a1z + asx® + - - + a,x”,

das die Stiitzpunkte (x;,y;) interpoliert, d.h. es gilt

yZ:Pn(:Uz), 7;:0,1,...,7?,.

Diese n + 1 Gleichungen fiithren auf das Gleichungssystem

1 x% SRR i ag Yo
1z 2% -+ 2t ar | | »n
1 x, :13721 ez an, Un

Die Matrix heifit Vandermonde-Matrix und ist regular fiir
paarweise verschiedene Stiitzstellen, also fiir
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Satz: Existenz und Eindeutigkeit

Zu paarweise verschiedenen Stitzstellen z; gibt es genau
ein Interpolationspolynom n-ten Grades P,, fur das gilt

y; = Puy(x;), 1=0,1,...,n.

Das Interpolationspolynom P, wird nicht iiber das Glei-
chungssystem mit der Vandermonde-Matrix berechnet.

Lagrange-Darstellung

Lagrange-Polynome:

Die Lagrange-Darstellung des Interpolationspolynom:

Po(x) =Y yrLi()
k=0

ist eher eine Darstellungsformel und eignet sich weniger fir die
numerische Auswertung.
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Aufgabe 13:

Fir die Stutzstellen x; und sind nur die Funktionswerte f;
bekannt

x| -11 3 5

fi

—15 3 =3 15.

Losung:

a) Man gebe die Lagrange-Darstellung des Polynoms ps an,
das die obigen Daten interpoliert.

p3(x) = —15 D= 9=1=5)
(z+1)(z — 3)(x — 5)
+3 - (1+1)(1—=3)(1-5)

(x+ 1)(z —1)(xz —5) (z 4+ 1)(z — 1)(z — 3)

—3. B DGE=DE=5 +15 506163

(x — 1)(z — 3)(z — b) (z+ 1)z —3)(z - 5)

- —48 £ 16
Ly @HDE@-DE@-5 . (@+DE-1)@-3)

—16 48
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b) Man zeichne pj.

Fiir die Zeichnung und zur Uberpriifung, ob c) erfiillt ist,
multiplizieren wir die Lagrange-Darstellung (ausnahms-
weise) aus.

20

10

Ouf*f=

-10

Bild 13 p3(z) = 2° — 62% + 8z = z(z — 2)(z — 4)
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¢) Bestimme das Gleichungssystem, dass p3 in der Form

p3() = ap + a1z + a»x? + azr’

aufgrund der obigen Interpolationsdaten erfiillen muss.

Die Koeffizienten von

p3(x) = 2° — 62° + Sz

lauten:

(CL(), ai, az, CLg) — (07 87 _67 1) .

Diese sind eindeutig bestimmt und losen das Gleichungs-

system
I =1 1 —1 ag —15
I 1 1 1 ap | 3
1 3 9 27 as | —3
I 5 25 125 as 15
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Auswertung von Interpolationspolynomen
prj bezeichne das Interpolationspolynom vom Grad j mit

0 <75 <k < n, das folgende Stutzpunkte interpoliert

(fl?k:—j, yk—j)a cee (9% yk)-
Beispiele:
7 =0:
poo(xo) =Y,
plo(flfl) =Y,
pzo(éﬁz) =Y2,
pn()(xn) = Un
j p—

pn(fl?o) = Yo , p11(371) = U1,
pzl(fﬂl) =Y, pzl(xz) = Y2,

pnl(xn—l) = Yn—1, pnl(xn) = UYn

] =2
pzz(fﬁo) = Yo, p22(351) =Y, p22(952) = Y2,
p32($1) =Y, p32(5U2) =Y, P32(9€3) = Y3,

pn2($n—2) = Yn—2, pn2($n—1) = Yn—1, pn?(xn) = Un
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Rekursion von Aitken:
Rekursionsstart:  ppo(x) =y fir k=0,1,2,...n

Berechne fir 1 < 5 <k <n:

X — Tk

Prj(®) = prj—1(x) + . (Pr—1,j-1(x) — D1 j—1(7))

Lp—j — &

Fiir einen festen Wert = € IR kann p,, ,,(x) iiber folgendes
Zahlenschema ausgerechnet werden:

Schema von Neville-Aitken

kdlaxe | Peo(x) =yr Pri(x) Ppo(z) Prs(z) ---

0 | 20| poolx) = yo

Lz | pro(z) =y pri(e)

2 | x| pao(w) =12 poi(r) poa(r)

3 w3 | p3o(w) =ys p3i1(r) p3a(r) p3s(w)

n | Ty pn,o(flf) = Yn pn,l(w) pn,2(37> pn,3(33) pnn(flf)

Satz: Interpolationsfehler

Gegeben sei eine Funktion f € C""a, b] und das
Interpolationspolynom P, (z) zu den Stiitzpunkten (xg, f(z))
mta=zg<r1<---<x, =0

Dann gibt es zu jedem x € [a, b] eine Zahl £ € |a, [,

so dass der Interpolationsfehler die folgende Darstellung besitzt

_ )

= ) (x —xo)(x —21) -+ (T — x3) .
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Aufgabe 14:

a) Das (lineare) Polynom

p11 interpoliere die Stiitzpunkte (o, vo), (21, 1) und

p2.1 interpoliere (z1,y1), (T2, y2).
Man rechne durch einsetzen nach, dass

T — T9

P22(7) = pai(x) + (p1,1(x) — p2,1(7))

Xy — T2

die Stutzpunkte (o, yo), (21, Y1), (22, y2) interpoliert.

o — X2
pao(xo) = pail(xo) + (p11(z0) — p21(20))
o — I
= p1,1(560) = Yo
r1 — I9
poo(x1) = pai(ar) + ——— (pri(x1) — poi(a1))
o — I
1T — I9
= U+ (y1 — 1) =w
o — I

Lo — T2

P22(x2) = poi(x2) + (p1,1(z2) — P2.1(22))

Xy — T2

= p2,1(562) = Y2
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b) Von der Funktion g(z) = In z seien nur die Stiitzstellen

bekannt.

X

0.5 1 2

In ZT;

—0.693 0  0.693

(i) Fiir das Interpolationspolynom p niedrigsten Grades

berechne man p(1.5) als Ndherungswert fiir In 1.5

mit Hilfe des Schemas von Neville-Aitken.

1.b—=x
P1(15) = Pio(1.5) + L(Pyo(1.5) — Pyo(1.5))
Lo — X1
— o+1'5_1( 0.693 — 0) = 0.693
B 0.5—-1" -
1.5 — i)
Py1(15) = Pyo(15) + (Pro(1.5) — Pyg(1.5))
1 — T9
1.5—2
= 0.693 + (0 —0.693) = 0.3465
1.5 — i)
Pys(1.5) = Pyy(1.5) + (Py1(1.5) — Py1(1.5))
oy — X9
1.5 —2
— (.3465 + (0.693 — 0.3465) = 0.462
0.5 — 2
k L P/fjo Pk71 Pk:,2
010.5]-0.693 — —
101 0 0693 -
20 2| 0.693 0.3465 0.462 = pyo(1.5)
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(ii) Wie grof ist der Fehler hochstens und

wie groff mindestens?

Mit 7 €10.5, 2 gilt :

2
glo) =z = @)=

9°U7) (1 5 — 0.5)(15 — 1)(15 — 2)

|In1.5 — p(1.5)] = 1
(
2
— < 0.6667
1 12
= 28| )

Zum Vergleich:  der tatsachliche Fehler

[In 1.5 — p(1.5)| = [0.405465 — 0.462| = 0.0565
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(iii) Man berechne p(1.5) mit einem Matlab-Programm
nach dem Schema von Neville-Aitken.

mit dem Matlab-Programm (vgl. Skript S.66) in der
Datei

neville aitken.m

% INPUT:

% x=(x(1),...,x(n)) : Stitzstellen

h £=(£(1),...,f(n)) : Stiitzwerte zu x
hy . Auswertungsstelle

% OUTPUT:
% p: Funktionswert des Interpolationspolynoms bei y

function p=neville(x,f,y)

X
f
n = length(x);
for k=2:n
z=y-x (k) ;
for i=k-1:-1:1
f(i) = £(i+1)+z/(x(1)-x(k))*(£(i)-£(i+1))
end
end

p= £(1);
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Ergeben folgende Matlab-Befehle

>> x=[0.5 1 2]
>> y=[-0.693 0 0.693]
>> neville_aitken(x,y,1.5)

x = 0.5000 1.0000 2.0000

f = -0.6930 0 0.6930
f = 0.6930 0 0.6930
f = 0.6930 0.3465 0.6930
f = 0.4620 0.3465 0.6930

ans = 0.4620
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Newtonsche Darstellung

Nach Newton wird das Interpolationspolynom B,
zu den Stiitzunkten (z;, ;) mit ¢ =0,1,...,n und
paarweise verschiedenen Stiitzstellen z;

in folgender Basisdarstellung gewahlt
P,(z) = cy+ cr(x — x0) + ol — x0)(x — 21)+

ot el —xo)(x—q) - (T — )

Die Koeflizienten cg, ¢y, ..., ¢, ergeben sich aus dem Schema
der dividierten Differenzen

Lo | Yo = Co
N\
T1\Y1 —7  Yo1=0C1
N\ e
To Y2 — Y12 — Yo,12 = C2
N\ N\ N\
T3 |Ys — Y23 — Y123 — Y0123 — C3
N\ N\ N\ N\
Tn|Yn — Yn—1n — Yn—2n—1n — — Yo1,...n —Cn
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Dabeil berechnen sich die dividierten Differenzen

fir 0 < 5 < k < n durch

o Yiek — Y k-1

Yj,.. .k
LT — Xy

Damit ist eine rekursive zeilenweise Berechnung moglich:

: : Y1 — Yo
Zeile mit x1: Yo = ———
1 — X
: : Y2 — U1 Y12 — Yo
Zeile mit x9: Y10 ="——, Ypi12="""-
L2 — I L2 — Xy

Zeile mit x3:

Y3 =2

Ya23 =

I3 — X2

Y23 — Y12
Y123 =
Ir3 — I

Y123 — Yo,1,2

Yo,12,3 =

X3 — X

USW.
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Aufgabe 15:

a) Von der Funktion sinh(z) sind nur die Stiitzpunkte gege-

ben
z |03 6

sinhz; |0 10 201.7

Man berechne das Interpolationspolynom po(x).

Aus dem Schema der dividierten Differenzen erhalt man
die Koeffizienten der Newtonschen Darstellung

Y1 — Yo 10 -0 10
= = — = 3.333
1 — Xy 3—0 3

Zeile mit x1:  yo1 =

Zeile mit xo:

Yo — U1 201.7 — 10

= — — 63.9
y1,2 To — I 6 — 3 7
— 63.9 — 10/3
yorg = 2 H0L /3 _ 10,0944
T Ty — Xy 6—0
O 0
31 10 3.33
61201.7 63.9 10.09

= po(x) = 04+3.32x+10.1x(z—3) = 3.3v+10.1z(x —3)

Alternativ lautet die Lagrange-Darstellung des Polynoms:

(x —3)(x — 6>+1O-($ —0)(x — 6)+201'7.(az —0)(z — 3)

@) = 05506 " B0 6 (6-0)(6—3)
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b) Man berechne py(4) als Néaherungswert fiir sinh(4).
Wie grof3 ist der Fehler hochstens?

Man berechne zum Vergleich den tatsachlichen Fehler.

pa(4) =3.33-4+10.09 - 4 = 53.71

Mit 7 €]0,6[ gilt:

(1) = o) = "1 —0)a - 3)a 6

4dcosht  4cosh6
<

3 3
4-201.
= 30 ! = 268.93

Der tatsachliche Fehler:

| sinh(4) — po(4)| = [27.29 — 53.71| = 26.4
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¢) Man zeichne sinh(z) und po(z) im Intervall [0, 6.5].

300
250
200
130
100

20|

Bild 15 ¢) sinhz und po(x)
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d) Zusatzlich sei noch sinh(5) = 74.2 gegeben.
Damit fithre man a) bis ¢) bzgl. ps(x) durch.

(i) An das Schema der dividierten Differenzen aus a) wird
fiir p3 eine Zeile angehangt

Zeile mit xa:

_ 74.2 —201.7
Yoy = SV — 1275,
’ T3 — X9 5—06

Yo3 — Y12  127.5—1063.9
x3—x1  5—3

Y123 =

~ 318,

Y123 — Yo12  31.8—10.0944

Y0,1,2,3 25 — 0 50
0O 0
31 10  3.33
6]201.7 63.9 10.09
51 74.2 127.5 31.8 4.34

= p3(x) = p2(x) + 4.342(z — 3)(z — 6)

Die Lagrange-Darstellung von ps kann nicht durch
Anhangen eines Summanden in pg tiberfithrt werden.

Es andern sich hier alle Terme.
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(i) p3(4) = po(4) +4.34 - 4(4 — 3)(4 — 6) = 18.99

Mit 7 €10, 6] gilt:

jsinh(0) ~ o) = [0 - 0)a - - 6)a - 5)

sinh7 sinh6 . 201.7
< —

= 67.2
3 = 3 3

Der tatsachliche Fehler:

|sinh(4) — p3(4)] = [27.29 — 18.99| = 8.3



Analysis II, K. Rothe, SoSe 2019, Hoérsaaliibung 4 (Beispielaufgaben 13-16) 21

(iii) Man zeichne sinh(x) und p3(x) im Intervall [0, 6.5].

300,

250

200

150;

100;

30|

1 2 3 4 5 §

Bild 15 d) sinhz und p3(x)
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e) Matlab-Programm zur Koeffizientenberechnung

eines Newtonschen Interpolationspolynoms

und Test am obigen Beispiel

Eingabe der Matlab-Befehle

>> x=[0 3 6]
>> y=[0 10 201.7]
>> newtonkoeff (x,y)

x= 0 3 6
y= 0 10.0000 201
y = 0 10.0000 63.
y= 0  3.3333 63.
y= 0  3.3333 10.

ans = 0 3.3333 10.

>> x=[0 3 6 5]
>> y=[0 10 201.7 74.2]
>> newtonkoeff (x,y)

x= 0 3 6
y= 0 10.0000 201
y= 0 10.0000 201
y= 0 10.0000 63.
y= 0  3.3333 63.
y= 0  3.3333 63.
y= 0  3.3333 10.
y= 0  3.3333 10.

ans = 0 3.3333 10.

. 7000

9000
9000
0944

0944

. 7000

. 7000

9000
9000
9000
0944
0944

0944

74.

127.
127.
127.
.8000
.8000
.3411

31
31

2000

5000
5000
5000

.3411

22
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Mit dem Matlab-Programm

)

in der Datei newtonkoeff(x,y).m

% INPUT:
% x=(x(1),...,x(n)) : Stiitzstellen
hoy=(y(),...,y(n)) : Stiitzwerte zu x

% OUTPUT:
h y=(y(1),...,y(n)) : Newtonkoeffizienten

function y = newton(x,y)
X

y
n = length(y);

for k = 2:n
for 1 = n:-1:k
y(i) = (y(@)-y(@E-1))/(x(1)-x(i-k+1))
end

end
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Spline-Interpolation

Definition:
Ein naturlicher kubischer Interpolationsspline
zu den Stitzpunkten (x, yx) mit zg < xy < -+ < @,

ist eine Funktion s : [xg, z,] — IR mit den Eigenschaften:

a) s(x;) =y; firi =0,1,...,n,
b) s € C?xg, ),

c¢) im Teilintervall I; := |x;_1, ;] besitzt s fir j = 1,...,n
die Darstellung

sj(@) = aj+bj(w—xj1)+ (v —xj-1) +dj(w —2-1)°,

d) §"(xg) =0 = s"(x,).

Berechnet werden miussen 4n Koeffizienten a;, bj, ¢;, d;.

Diese ergeben sich aus den 4n Gleichungen:

o s;(zj_1) =y und sj(x;) =y firj=1,...,n
o si(xj) =5 (x;) firj=1,...,n—1

° s;.’(scj) = s;ﬁrl(mj) firj=1,...,n—1

o 57(z0) = 0= s;,(2n)
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Momentenmethode

Berechnung der Koeflizienten a;, b, ¢;, d;:
M, = s"(x;) heifen Momente fiir j =0,1,...,n.
Beim natiirlichen Spline gilt My = 0 und M,, = 0.

Berechnung der ubrigen Momente:

2 )\1 0 M1 Dl
jv5) 2 )\2 M2 _ D2
0 Mn—1 2 Mn—l Dn—l

Mit den Bezeichnungen

i - b
hj + hj+1’ ’ hj + hj+1

n__ 0 (fj+1_fj_fj_ jl)
J hj+hj+1 hj_|_1 h]

hj — L5 — Tj—1, )‘j

Berechnung der Koeffizienten mit den Momenten

fi—fisn  (2Mjo + My)hy
h, 6 ’

M- M

61,

a; = fj—17 bj —

M,
2 Y

Cj:

d;
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Aufgabe 16:

a) Man berechne den natiirlichen kubischen Interpolations-
spline s(x) zu folgenden Daten

k10
Tk

S

Diese Daten wurden durc

oI =

2 3
34
1 4.

= O
(on

ie Funktion f(z) = (z — 2)*
erzeugt.

Der kubische Interpolationsspline s(z) besitzt im Intervall
I; = [x;_1, —x,] fiir j = 1,2, 3 die Darstellung

sj(®) = aj+bj(w — 1) +ejw—z-1)* +dj(z — )",

Die Koefhizienten a;, b;, c; und d; ergeben sich

nach der Momentenmethode folgendermafien:
Momente M; := s"(x;) fir 7 =0,1,2,3
Beim natiirlichen Spline sind My = 0 und M3 = 0.

Berechnung der tibrigen Momente:

() Ge)=(20)
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mithj:CEj—in_l = h1:2,h2:1,h3:1

hj_|_1 ].
J— = A = —
/ hj + hj_|_1 ! 3
- R N 1
'uj_hj—th_H 'LLQ_Q
und
Do _ (fj+1—fj_fj_ jl) N
J hj+ hj hj1 h;

6(1-0 0—4
D=~ — =6,
3\ 1 2

Zu losen ist also das lineare Gleichungssystem
2 1/3 M\ (6
1/2 2 M, ) \6

60 54

—~ M = — _
L7 93 727 93
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Mit den Momenten berechnen sich die Koeffizienten fol-
gendermaflen:

— fisr (2Mi_ + M;)h,
a; = fi1, bj:fj fy 1_( j—1 i)y

I 6 ’

_ My — M;,
67,

d;

Man erhélt fiir s(x) in den Intervallen I, I und I3 damit
die Darstellungen

66 5
s1(x) = 4—%:1:%—%3:3
6 30 1
= (=24 (-2~ —(x—2)°
b1 27 9
= 14z —3)+ oz —3)? — = (x — 3).
() = 1+ e —3) + 1z~ 3~ (z— )
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b) Man zeichne die Funktionsgraphen von s(x) und f(x).

1 23

Bild 16 a) f(2) = (z — 2)? und s(z)

¢) Warum kann s(z) nicht mit f(x) iibereinstimmen?

Der nattirliche Spline s kann nicht mit f tibereinstimmen

)

denn per Konstruktion gelten
My =5"(0) =0= M3 =s"(4) =0, aber
F10) =2=f"(4).
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d) Man zeichne s(x) unter Verwendung der Matlab-Routinen
'spline’, ’linspace’, 'ppval’ und plot’.

>> clear

>> x=[0 2 3 4];

>> f=[4 0 1 4];

>> gs=spline(x,f);

>> t=linspace(0,4,1000);
>> y=ppval(s,t);

>> plot(t,y)

35

25 r

1.5

05

Bild 16 b) s(x)



