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Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 3

Satz: Differentiation einer Potenzreihe

o0
Die Potenzreihe f(x) = Y an(x — z0)* ist im Inneren des Konvergenzintervalls, also fiir

k=0
Tog— 1 < x < x9+ 7 mit r > 0 beliebig oft differenzierbar. Die Ableitungen ergeben sich
durch gliedweises differenzieren:

flla) =Y kap(r —x0)* ", f(x) = k(k — Dap(x — x0)" ...

k=2

Die abgeleiteten Reihen besitzen den gleichen Konvergenzradius wie f.

Aufgabe 9:

a) Unter Verwendung der Summenformel fiir die geometrische Reihe:

1iz - i_o:Zk

k=0

6
berechne man die Potenzreihe fiir die durch f(z) = - definierte Funktion zum
— 4z
3t

Entwicklungspunkt zp und bestimme deren Konvergenzradius fiir zy = e

b) Man berechne die Potenzreihe von g(z) = zum Entwicklungspunkt

(5 —4x)?
und bestimme den zugehorigen Konvergenzradius.
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Losung:

6 6 6 1
5—4z  B—dz+4dz—4z  5—4dz L 4(z — 29)
5—420

6 L (4(z — %) k_ = 6 - 4% A

5—4ZO§<5—4ZO> T & (5—4zo)k+1(2 20)

Berechnung des Konvergenzradius:

= lim
k—o0

r = lim
k—o0

6 - AF(5 — dzg)ht2
6 - 4k+1(5 _ 4ZO)k+1

. 5—420
4

Ak41

Die Konvergenzbedingung der geometrischen Reihe wird bestatigt:

4(z — z 5—4z 5
‘é_—%{f)“ = kal<]T OZ‘Z‘ZOZ’"
5 .
Man beachte: z = 1 ist Polstelle von f.
31 5 33 5—3i v/ 34
Der K dius fii = —: =|-——| = = .
er Konvergenzradius fiir zg 1 r ‘ 11 ‘ 1 1

Lo 6\ 24 1 o)
b) Ausf(x)—(m) BRGEETE folgt g(:c)_(5_4x)2_ T

Damit ergibt sich die Potenzreihe von ¢ durch differenzieren der Potenzreihe von f:
/
1 [ 6-4F L SN R L 1
g(z) = By (;W(ﬁﬁ—xo) ) —;m(ﬁﬁ—ﬂ?o) :

Der Konvergenzradius stimmt mit dem von f iiberein.

Probe:
I a I k- 48715 — dxg)kt?
r = lim = lim
k=00 | Ayt k—oo | (5 — dxg)k+1(k + 1)4F
= 11m = = To — —
koo | (k+ 1)4 4 4
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Cauchy-Produkt

Fiir zwel Potenzreihen

f(z) = dez und  g(z) = Zakzk
k=0 k=0

fir |z| < min(ry, re).

Satz:

o0

Die Potenzreihe g¢(z) = Zakzk besitze den Konvergenzradius R > 0 und es gelte

k=0
g(0) = ag # 0, dann besitzt die Funktion f = 1/g eine Potenzreihe

LN
f(z)_g(Z) ,;dk

mit einem Konvergenzradius r > 0. Die Berechnung der Koeffizienten d;. erfolgt iiber das

Cauchy-Produkt
00 00 k
1= (Z dkzk> g(z) =) <Z dﬂk—j) 2"
k=0 k Jj=0

=0

mit Koeffizientenvergleich und fithrt auf die Rekursionsformel:

k—1

1 1
do = o dy, = _G_OZdjak,j . k=12,
7=0
Aufgabe 10:
6
Gegeben sei die durch ~ f(x) = e definierte Funktion.
— 4z

Man bestimme die Glieder der Potenzreihenentwicklung von f mit Entwicklungspunkt
xg = 0 tber die Rekursionsformel aus dem Cauchy-Produkt von Reihen, sowie den zu-
gehorigen Konvergenzradius.
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Losung:
0 = f(x) =dy+ dix + dox® 4 dgz® + - - -
5—da ’ ’
= 06 = (5—4%)(d0+d11’+d2$2+d3$3+)
= 5d0 + (5d1 - 4d0)l’ + (5d2 - 4d1>$2 + <5d3 - 4d2)l’3 + -
Koeffizientenvergleich:

6
= 6:5d0,0:5dk—4dk—1 = d0:57

k k 00 k
dkzgdk_lz---:(g) d0=§(§> = f(:v)zzg(%) 2"

; (4> k
5
Konvergenzradius:  r = kh_{glo E = m 65 45 kt+1 4
5 (5)

Alternativrechnung mit den Formelauswertungen aus dem Skript (Methode identisch):

6 11
5—4r  2-zx  g(x)

Da ¢(0) # 0, besitzt f in xy = 0 eine Potenzreihenentwicklung

IR - S
f(x)_g(z) ,;dk

mit Konvergenzradius r > 0 und die Koeffizienten d, lassen sich nach der Rekursionsformel
aus dem Cauchy-Produkt berechnen:

k—1
aodo =1 s Clodk = — E djak,j
j=0

mit

5) 4 5

k

— — _ _ _ = —— — _ _ —O k>2
9(55) goakﬂf 6 63: Qo 6701 , Ok , V2

1
Man erhilt damit dy = — = 6 ,
Qo 5

k—1 k k
1 ai 4 4 6 (4

d:__E diap i =——dp 1==dp_1-=(=) dy==|{ =

k a = §Ak—j o k=1 = k-1 <5> 0= % (5)
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Aufgabe 11:
Man berechne die Losung der gewohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung
Yy =y

mit dem Anfangswert y(0) = 3 in folgender Potenzreihendarstellung

o0
x) = Z apx®.
k=0

Losung:

Im Inneren des Konvergenzintervalls darf die Potenzreihe gliedweise differenziert werden.
Setzt man die Potenzreihe und ihre erste Ableitung in die Differentialgleichung ein, so
ergibt sich

(e.) (e.)
g apkat1 = g apx”
k=1 k=0

= Zakkxk_l—Zak Zak+1k+1 —ap)rtF=0.

Aus dem Koeffizientenvergleich mit der Nullfunktion ergibt sich folgende Rekursionsformel
zur Berechnung der ay:

ay ap—1 ag
a1k +1) = ax G =T 1T Rtk (k+1)!
. 3
Der Anfangswert ergibt y(0) = ag = 3 = a; = ] und damit
k=0 k=0
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Elementare Funktionen

Die Binomialreihe fiir a € IR und = €] — 1,1 lautet:

(1+x)“:§:(;;>xk

m=0

m—1
oy -4
mit den Binomialkoeffizienten: < m ) = J_—' , m &€ Ny
m!

Satz: Integration einer Potenzreihe

o0
Die Potenzreihe f(x) = > ax(x — x0)" besitzt im Inneren des Konvergenzintervalls, also
k=0
fir xg —r < x < xg + r mit r > 0 eine Stammfunktion F', d.h. es gilt F' = f. Durch
gliedweises Integrieren erhalt man:

Qg

F(:L'):C+Zk+1(x—xo)k+l, CeR.
k=0

Die Stammfunktion F' besitzen den gleichen Konvergenzradius wie f.

Abelscher Grenzwertsatz:

Besitzt die reelle Potenzreihe

o0

g(x) = Z ap(x — x0)"

k=0

den endlichen Konvergenzradius r > 0 und konvergiert sie im rechten Randpunkt zy + r,
so ist die Summenfunktion g(z) in o 4 r (linksseitig) stetig, d.h. es gilt

lim T) = air”.
x/‘x0+rg( ) kz—(] k

Entsprechendes gilt fiir den linken Randpunkt z¢ — r.
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Aufgabe 12:

a) (i) Man berechne die Ableitung von f(z) = In(2 4+ ) und damit die Potenzreihe
von In(2 + x) zum Entwicklungspunkt 2y = 0 und bestimme deren Konver-
genzradius.

(i) Man untersuche das Konvergenzverhalten der unter (i) bestimmten Potenzreihe
in den Randpunkten und berechne im Falle der Konvergenz den Wert der
entsprechenden Reihe.

b) Man berechne die Potenzreihe fiir die durch g(x) = v/8 4+ 3z gegebene Funktion
zum Entwicklungspunkt xq = 0 und bestimme deren Konvergenzradius.

Losung:

a) (i) Unter Benutzung der geometrischen Reihe erhédlt man fiir |2/2] < 1 < |z| < 2

/ _ _ 1 1 _ 00(_1)71
f(x)—2+x = §’m_22n+1

n=0

z" .

die Potenzreihe von f’ mit dem Konvergenzradius r = 2.

Gliedweise Integration der Reihe liefert wegen f(0) = In(2) die Potenzreihe
von f

flz)=mm2+2z) = C+Z$xn+l _ 1n(2)+2$$n+1.

(ii)) Der Randpunkt z = —2 fiihrt auf die harmonische Reihe

ln(Q)_Zn—li—l

n=0

und man erhalt keine Konvergenz.

Fir den Randpunkt x = 2 erhalt man mit der alternierenden harmonischen

Reihe
— (1"
In(2
n( )+; n+1

Konvergenz. Konvergiert eine Potenzreihe in den Randpunkten, so ergibt sich
nach dem Abelschen Grenzwertsatz dort der Wert der stetigen Fortsetzung der
Summenfunktion im Inneren. Man erhalt also im Randpunkt z = 2 den Wert

(1) = n(2) + 3 C° (:, 3 (_1): :m(z)) |

n—+1
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32\ 1/3
b) Die Potenzreihe von g(z) = v/8 4+ 3z = 2 <1 + g) wird iiber die Binomialreihe

3 8 8
fﬁr—1<§<1 ® <<y e |x|<§berechnet:

(o3)" - S () B B ()R

n=»

8
Der Konvergenzradius r = 3 bestatigt sich auch rechnerisch iiber die Koeffizienten
n n—1
e (V)R (1) L)
n 8n n n! 3
k=0
1/3\ 2-3" Ly (1 _ )
= lim n 8" .8 n' =0 3
+1 gn+l —l 3
n (n+1)! o \3
n—1
1
(5
8(n+1) |pg \3 8 n+1 8

— lim : — lim - - — -

1m .
g_

r = lim
n—oo

Ap+1




