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fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 1

Aufgabe 1:
Gegeben sei die Funktion f : IR — IR mit
1 fir x>0,
f(x)_{l—xQ fir z<0.
b) —
Ist der Mittelwertsatz  ¢'(zo) = 9(b) = 9(a) mit 9 €Ja,b] fir a = —1 und

b =1 auf f anwendbar? Man bestimme gegebenenfalls eine Zwischenstelle xg.

Losung:

B 1 fir x>0, 1oy 0 fir x>0,
f(x)_{l—xz fir <0 éf(x)_{—h’ fir <0

Da f stetig differenzierbar ist, sind die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes erfiillt
und es lésst sich eine Zwischenstelle xy € | — 1, 1] berechnen:
f(1) — f(—-1 1—(1—(-1) 1 1 1
gy T =S 1= (1) 1
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1
Bild 1 f(z) mit Tangente in 2o = ~1 und Sekante fir a = —1 und b =1
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Aufgabe 2:

Fiir die folgenden Funktionen f : [a,b] — IR mit x — f(x) bestimme man mit Hilfe
des Mittelwertsatzes eine Konstante L € IR, so dass fiir beliebige z1, x5 € [a, b] gilt

| f(z2) — f(z1)| < L|zg — 21

und iiberpriife, ob f([a,b]) C [a,b] gilt:

a) [a,b] =[0,1] und fi(z) = cosh(x) — 1,
b) [a,b] = [-3,—1] und fo(z) = (z +2)* — 4.

Losung:

Aus dem Mittelwertsatz erhdlt man mit zq €]a, b

£(8) = F(@)] = | (z0) - b~ al < max /()] -[b — al.

—_————
=:L

L = max |f{(x)] = max |sinhx| = sinh1 = 1.1752....
z€0,1] z€[0,1]

fi wéchst in [0,1] streng monoton, denn es gilt fi(z) = sinh(z) > 0

fir x € 1]0,1]. Damit nimmt f; seinen Maximalwert fiir z = 1 und seinen

Minimalwert in z = 0 an. Man erhélt also

£(00,1]) = [£2(0), fu(1)] = [0, cosh(1) — 1] = [0,0.543...] < [0,1] .

0.4 r
0.3 }
02l

0.1

! . . . ! . . . ! . . . ! . . . !
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Bild 2 a) fi(z) = cosh(x) — 1
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b)
xer[ggfg”!b(x)l zer[ggfgu! (z +2)|
Aus der Scheitelpunktform fy(z) = (z 4+ 2)? — 4 erhélt man Minimalwert
fa(—=2) = —4 und in [-3, —1] den Maximalwert fiir fo(—3) = —3 = fa(—1).
Damit ergibt sich

f([=3,=1]) = [fa(=2), fo(=1)] = [-4, =3] £ [-3, 1] .

Bild 2 b) fy(r) = (v +2)* —4
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Aufgabe 3:

5

Gegeben sei die durch  f(z) = 53

definierte Funktion.

a) Man zeichne die Funktion f.
b) Man beweise durch vollstandige Induktion, dass fiir & > 0 gilt

5.3k k!

IO = gy

1
¢) Man berechne die Taylor-Reihe von f zum Entwicklungspunkt xq = 3

1
d) Man untersuche die Konvergenz der Taylor-Reihe in den Punkten z; = 3 und

N 2
2—3-
Losung:
a)
y
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ild 3 f(z) Sy
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1 . 1 5-3F. k!
) 20 ergbn ) = 1 (5) = G =503

3L g 3D (S ()

k=0 ) k=0

1
d) Konvergenz fiir z; = 5 iiber die geometrische Reihe:

Sov(53) =5 (3) =5 === (5)

k=0

2
In 9 = 3 liegt Divergenz vor, denn

o (5-5) - (5) -3
erfullt die notwendige Konvergenzbedmgung nlcht: klim 5#0.
—00

2
Bemerkung: xo = 3 ist Polstelle 1.0rdnung von f.

b}
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Aufgabe 4:

Aus einem kreisformigen Stiick Pappe vom Radius R wird ein Sektor mit dem Winkel
a herausgeschnitten. Dieser Kreissektor wird an den Schnittflichen so zusammen-
geklebt, so dass ein Kegel entsteht.

Fiir welchen Winkel a besitzt dieser Kegel maximales Volumen? Man berechne dieses
Maximalvolumen.

Losung:
Fir den Umfang des Kegelbodenkreises e osf \\
mit Radius r gilt:
aRR
™=« T(a) o

‘\ |
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Bild 4 a) Kreissektor mit R =1

Da die Léange der Kegelmantellinie mit R iibereinstimmt, gilt nach dem Satz des
Pythagoras h? + 72 = R%. Damit erhilt man fiir die Kegelhohe h:

/ a?R? R
h(a) = v/ R?> —r%(a) = | R? — n)? = —QW\/ (2m)2 —a?.
Das Kegelvolumen ist also gegeben durch
mr?(a)h(a) TR TR3
V(a) 3 327 a’y/(21)? — « 327 V(2m)2at —ab >0

Per Konstruktion gilt 0 < a < 27. In den Randpunkten des Definitionsbereichs
ap = 0 und ay = 27 liegen offenbar Minima vor:

V(0)=0=V(2n) .

Die Extremalkandidaten im Inneren ergeben sich aus:

( 2
>0 | 0<0z<27r\/;

TR®  4(27)%03 — 6a° TR®  «a(2(27)? — 3a?
Vi) = o) = ) o m:?”\/g

~3(2m)3 2 (2m)%a% —ab 3(2m)3 (2m)? — a?
2
<0 27T\/j<oz<27r.
\ 3
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Bild 4 b) V(a) mit R =1

2
Daher liefert oy = QW\/; = 5.130199321.. das maximale Volumen mit

2 TR 2(2m)? \/ 2(2m)2  2nR?
Viom/= | = : 21)2 — = ~ 0.403066525R>.
( 7T\/;> s 3 V) 3 3

7



