
Taylor-Reihenentwicklung Buch Kap. 3
Betrachte für f : R→ R, f ∈ C∞, die Taylor-Reihe

T (x) =
∞∑

k=0

f (k)(x0)

k !
(x − x0)k mit x0, x ∈ R.

Bemerkungen
Die Taylor-Reihe einer C∞-Funktion ist im Allgemeinen nicht
konvergent.
Konvergiert die Taylor-Reihe T (x), so nicht notwendigerweise
gegen f (x).
Falls

f (x) =
∞∑

k=0

f (k)(x0)

k !
(x − x0)k

so nennt man die Funktion f reell-analytisch.
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Konvergenzradius einer Potenzreihe Buch Kap. 3

Satz
Zu jeder Potenzreihe

∞∑
k=0

ak (z − z0)k mit ak , z0, z ∈ C

gibt es eine Zahl r ≥ 0 mit den Eigenschaften

|z − z0| < r =⇒
∞∑

k=0

ak (z − z0)k absolut konvergent

|z − z0| > r =⇒
∞∑

k=0

ak (z − z0)k divergent

Die Zahl r ≥ 0 heißt Konvergenzradius der Potenzreihe.
Die Potenzreihe konvergiert für alle ρ mit 0 ≤ ρ < r auf

Kρ(z0) = {z ∈ C : |z − z0| ≤ ρ}

sogar gleichmäßig.
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Konvergenzradius einer Potenzreihe Buch Kap. 3

Satz (Die Formel von Cauchy-Hadamard)
Den Konvergenzradius r ≥ 0 einer Potenzreihe

∞∑
k=0

ak (z − z0)k mit ak , z0, z ∈ C

kann man mit der Formel von Cauchy-Hadamard berechnen:

r =
1

lim sup
k→∞

k
√
|ak |

.
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Konvergenzradius einer Potenzreihe Buch Kap. 3

Satz

Für eine Potenzreihe
∞∑

k=0

ak (z − z0)k gelten folgende Aussagen.

(a) Falls einer der beiden Grenzwerte
r = lim

k→∞

1
k
√
|ak |

oder r = lim
k→∞

∣∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣∣
existiert (oder falls r =∞), so stimmt dieser Grenzwert mit dem
Konvergenzradius der Potenzreihe überein.

(b) Differenziert man die Potenzreihe, so erhält man wiederum eine
Potenzreihe,

f ′(z) =
∞∑

k=1

akk(z − z0)k−1,

deren Konvergenzradius mit dem Konvergenzradius r der
Ausgangsreihe übereinstimmt, auch im Fall r = 0 oder r =∞.
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Potenzreihen Buch Kap. 3

Beispiele

Aus der Differentiation der geometrischen Reihe
1

1− z
=
∞∑

k=0

zk ergibt

sich:

1
(1− z)2 =

∞∑
k=1

kzk−1 = 1 + 2z + 3z2 + 4z3 + . . . für |z| < 1

1
(1− z)3 =

1
2

∞∑
k=2

k(k − 1)zk−2 =
1
2

(
2 + 6z + 12z2 + . . .

)
für |z| < 1
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Potenzreihen Buch Kap. 3

Bemerkung
Die integrierte Potenzreihe

C +
∞∑

k=0

ak

k + 1
(z − z0)k+1

besitzt den gleichen Konvergenzradius wie die Potenzreihe

∞∑
k=0

ak (z − z0)k .
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Potenzreihen Buch Kap. 3

Beispiel
Integration der Potenzreihe

1
1 + z

=
∞∑

k=0

(−1)kzk für |z| < 1.

liefert eine Potenzreihenentwicklung der Logarithmusfunktion

log(1 + x) =
∞∑

k=0

(−1)k

k + 1
xk+1 für − 1 < x < 1.
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Potenzreihen Buch Kap. 3

Weitere Anwendung
Integration der Potenzreihe

d
dx

arctan(x) =
1

1 + x2 =
∞∑

k=0

(−1)kx2k für − 1 < x < 1

liefert Potenzreihenentwicklung

arctan(x) =
∞∑

k=0

(−1)k

2k + 1
x2k+1 für − 1 < x < 1.
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Potenzreihen Buch Kap. 3

Bemerkungen
Eine Potenzreihe ist innerhalb ihres Konvergenzkreises Kr (z0)
stetig.
Reelle Potenzreihen sind C∞-Funktionen auf (x0 − r , x0 + r).
Eine reelle Potenzreihe stimmt mit einer Taylor-Reihe überein:

f (x) =
∞∑

k=0

f (k)(x0)

k !
(x − x0)k für |x − x0| < r
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Identitätssatz und Abelscher Grenzwertsatz Buch Kap. 3

Identitätssatz und Abelscher Grenzwertsatz
Identitätssatz für Potenzreihen: Sind

∞∑
k=0

ak (x − x0)k und
∞∑

k=0

bk (x − x0)k

reelle Potenzreihen, die in einem Intervall (x0 − ε, x0 + ε) die
gleiche Funktion darstellen, so gilt

ak = bk für alle k ≥ 0.

Abelscher Grenzwertsatz: Reelle Potenzreihen der Form

f (x) =
∞∑

k=0

ak (x − x0)k

sind überall dort stetig, wo sie konvergieren, insbesondere in den
Randpunkten ihres Konvergenzintervalls.
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Identitätssatz und Abelscher Grenzwertsatz Buch Kap. 3

Beispiel
Die Reihe

log(1 + x) =
∞∑

k=0

(−1)k

k + 1
xk+1 für − 1 < x < 1

konvergiert auch für x = +1. Somit ist nach dem Abelschen
Grenzwertsatz insbesondere die Gleichung

log(1 + 1) =
∞∑

k=0

(−1)k

k + 1
1k+1

gültig. Daraus folgt die Darstellung

log(2) =
∞∑

k=0

(−1)k

k + 1
.
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Rechenregeln für Potenzreihen Buch Kap. 3

Satz
Seien

f (z) =
∞∑

k=0

akzk und g(z) =
∞∑

k=0

bkzk

Potenzreihen mit den Konvergenzradien r1 > 0 und r2 > 0. Dann gilt:
(a) f (z) + g(z) =

∞∑
k=0

(ak + bk )zk , für |z| < min(r1, r2);

(b) λ · f (z) =
∞∑

k=0

λakzk , für |z| < r1 und mit λ ∈ C;

(c) Cauchy-Produkt für Potenzreihen

f (z) · g(z) =
∞∑

k=0

(
k∑
`=0

a`bk−`

)
zk , für |z| < min(r1, r2).
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