Taylor-Reihenentwicklung Buch Kap. 3
Betrachte fir f : R — R, f € C*°, die Taylor-Reihe

> (k)
T(x)=>_ fi(XO)(x —x)¥  mitxp, x €R.

k!
k=0
Bemerkungen
@ Die Taylor-Reihe einer C*>°-Funktion ist im Allgemeinen nicht
konvergent.
@ Konvergiert die Taylor-Reihe T(x), so nicht notwendigerweise
gegen f(x).
@ Falls 0
>, R (x
00 =3 00 (x g
k=0 '

so nennt man die Funktion f reell-analytisch.

v

Analysis | June 7, 2018 120 /147




Taylor-Reihenentwicklung

Beispiele

C:IE-—'HJZ ka}"' z(j

ES

x|

-4 -
I‘-h Ctx} = {t'u.
Kuo b= e xAo

¥&O
=>( skl Lo

0:([ Lt in O .
bt e = {u e

bl o === ke S

i

igo L wwo b X ke

-~ -4 = ¢
[im Cent ~Cray im 9:!; =0 =™ L e ¢ ©
k}la L\ hAC

HE -

" 1 ©
=7 C Al b i (el = {,}'_.‘;E‘_no

o XL o
P A =
(=5 P Po £

=3 = Is‘h [=# = = [s'c., (‘(8)

Buch Kap. 3

W
=0

it _C{fo) T

Analysis |

June 7, 2018 121/147



Taylor-Reihenentwicklung Buch Kap. 3

Beispiele
! o! ko
-ka} = fs‘s_;‘: o
t q w
DAL belat v © b Ceor - (o . et
Lwe L aye L3
e k¥ o = [ C'wr-Leo
x-7pe tre &
1 . " . . x ‘
= g G{cfc lgcf ¢,.,\}. fi(x} N £ o
Z‘v,‘gc(!g-n rech (g‘_ = C_d’? >

~ - =& A
3‘, T € g’ )— _}3 e 74 ;" E
. wo.‘h— e g u\nl-\otl oc;- o{r'EC'L"f e C("(){D) - VU(G-A/

v

Analysis | June 7, 2018 122 /147



Taylor-Reihenentwicklung Buch Kap. 3

Beispiele
e )
Tﬁ.‘ylral' r'.xu:_: T(‘(] = Z —'(:(—.‘;t-?l KL‘ = O
(P-4 :
Ao Kemw e (R
= . —_— e -4
Es S‘“' geofechy [ta) =0 # -’é' = e e = ,{:(A)

BSGE r:a” "ﬂlnk':y{'t'&et’" ‘Ft‘(i‘ﬂ N

= X‘( L w x't.vua
“ % = {k) = € Tﬂ_l- Sl"«(?‘] = [(Z r‘-‘u {1““)[
e : o -

< i
- G
cos (k) Em (:__Kj'}

Analysis | June 7, 2018

123/147



Konvergenzradius einer Potenzreihe
Satz
Zu jeder Potenzreihe

o
> a(z - z9) mit ax, Zg, z € C
k=0

ooler Tz pT
gibt es eine Zahl r > 0 mit den Eigenschaften

[e.9]

z—zo|<r = ) a(z-2z)" absolutkonvergent
k=0
o
z—z|>r = ) a(z-2z)" divergent
k=0

Die Zahl r > 0 hei3t Konvergenzradius der Potenzreihe.
Die Potenzreihe konvergiert fir alle p mit 0 < p < r auf

Ko(z0)={z€C : |z 2| <p}
sogar gleichmaBig.
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Konvergenzradius einer Potenzreihe Buch Kap. 3

Satz (Die Formel von Cauchy-Hadamard)
Den Konvergenzradius r > 0 einer Potenzreihe

00
Z ak(z = Zo)k mit ax,2p,2 € C
k=0

kann man mit der Formel von Cauchy-Hadamard berechnen:

Lo bes L\"{.i-

1
r=———
limsup /|ak|

k—o0
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Konvergenzradius einer Potenzreihe Buch Kap. 3
Satz

(o.0]
Fir eine Potenzreihe >~ ax(z — 20)* gelten folgende Aussagen.
k=0
(a) Falls einer der beiden Grenzwerte
. . ag
r=Ilim —— oder r= lim
k—oo & |a| k—o0 | k41

existiert (oder falls r = o), so stimmt dieser Grenzwert mit dem
Konvergenzradius der Potenzreihe Gberein.

(b) Differenziert man die Potenzreihe, so erhalt man wiederum eine
Potenzreihe,

fl(z) = ack(z— z) ",
pa

deren Konvergenzradius mit dem Konvergenzradius r der
Ausgangsreihe Ubereinstimmt, auch im Fall r = 0 oder r = co.
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Potenzreihen

Buch Kap. 3

Beispiele
Aus der Differentiation der geometrischen Relhe — = Zz ergibt
sich:

1 o gkt 2 3 -
=27 = kzz;kz =14+2z+32°+4z°+... far |z| < 1

LI 1ik(k—nzk—?:l(2+6z+12z2+ )fi]r|z|<
(1-2)3 2 P 2

v
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Potenzreihen Buch Kap. 3
Bemerkung

Die integrierte Potenzreihe

= a
C+Zkf1(z—zo)k+1
k=0

besitzt den gleichen Konvergenzradius wie die Potenzreihe

o
> a(z - z0)".
k=0
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Potenzreihen

Buch Kap. 3
Beispiel

Integration der Potenzreihe

1 [o¢]
= (—1)kz* fiir |z| < 1.
1+2z P

liefert eine Potenzreihenentwicklung der Logarithmusfunktion

.~ (=1
log(1+ x) = Z P xk+1
k=0

fir —1 < x < 1.
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Potenzreihen

Weitere Anwendung
Integration der Potenzreihe

d = k 2k
o retan(x) = e _;0(—1) X

liefert Potenzreihenentwicklung

X2k+1

arctan(x) = i (-1)"
= 2k + 1

Buch Kap.

far —1 <x < 1

fir —1 <x < 1.
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Potenzreihen Buch Kap. 3

Bemerkungen
@ Eine Potenzreihe ist innerhalb ihres Konvergenzkreises K;(zp)
stetig.
@ Reelle Potenzreihen sind C*°-Funktionen auf (xo — r, xo + r).
@ Eine reelle Potenzreihe stimmt mit einer Taylor-Reihe Uberein:

> (k)
f(x) = Zf k(lx(’)(x—xo)k fir |x — Xxo| < r
k=0
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Identitatssatz und Abelscher Grenzwertsatz gych Kap. 3

Identitatssatz und Abelscher Grenzwertsatz
@ |dentitatssatz flir Potenzreihen: Sind

(0.] [o.¢]
D a(x —x0)* und > be(x — x0)"
k=0 k=0
reelle Potenzreihen, die in einem Intervall (xg — €, xo + ¢) die
gleiche Funktion darstellen, so gilt
ax = bk fur alle k > 0.
@ Abelscher Grenzwertsatz: Reelle Potenzreihen der Form

)= a(x — x0)"
k=0

sind Uberall dort stetig, wo sie konvergieren, insbesondere in den
Randpunkten ihres Konvergenzintervalls.
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Identitatssatz und Abelscher Grenzwertsatz gych Kap. 3

Beispiel
Die Reihe

[e e

+1

log(1 + x) = for —1 <x <1

konvergiert auch fir x = +1. Somit ist nach dem Abelschen
Grenzwertsatz insbesondere die Gleichung

log(1+1)=>_ k_+1 kg
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Rechenregeln flr Potenzreihen

Satz
Seien

Buch Kap. 3

f(z) = i axzd und g(z Z by z"
k=0

Potenzreihen mit den Konvergenzradien r; > 0 und r. > 0. Dann gilt:

(a) f(2)+9(2) = > (ak + bi)Z", fir |z| < min(rq, r2);
k=0
(b) A-f(z) = Z A z¥, fir |z] < ry und mit A € C;

(c) Cauchy-Produkt fiir Potenzreihen

f(2)-9(z Z (Z agby_ g) : fiir |z| < min(ry, r2).

k=0

v
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Buch Kap. 3
Beispiele
(e -
(Z “-q."m) (f r"«t"«'\ = (onoa»q,.}g\ n-ﬁzx'-s... )(Rﬁobés.?"dﬁ,_ﬂtk-..)
=g wEe
= ol x e (a,fn,kq,‘l:a)xd + (agbut {,QAM‘ZE&)KL
b E : &
v (e, 3:“,\57.‘-%,5,.%&,20\& boooos ok ({ Q,_‘ame KK.I.._
o -
= -«Z-o (é:w."’uq) KK—



Rechenregeln fur Potenzreihen
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o (e D = eh(P(My)
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