Riemann-Integral Buch Kap. 2.13

Satz 2.36: (Rechenregeln der Integralrechnung)

Seien f und g integrierbare Funktionen auf dem Intervall [a, b],

a< c< bundcy,c € R, dann gilt .
5

° f:(C1f+ng)dX:C1 fabfdx-i—02ffgdx, fcksdx -§wn53of>
o |J2rax| < JPifl o, y e
o [Pfax= [Cfax+ [Pfdx,

° szauf[a7b]=>f:fdx20,

e ist f auf [a, b] stetig und nichtnegativ, sowie | : fdx = 0, so folgt
f=0.
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Integration, Stammfunktion Buch Kap. 2.13

Definition 2.33: (Stammfunktion)

Sei f : | — R eine auf dem Intervall / definierte reellwertige Funktion.
Die differenzierbare Funktion F : /| — R mit der Eigenschaft

F =f

hei3t Stammfunktion von f.

Stammfunktionen sind nur bis auf Konstanten festgelegt, d.h. mit F ist
auch F + C fir C € R Stammfunktion zu f.
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Hauptsatze der Differential-und Integralrechiungp. 2.13

Satz 2.37: (erster Hauptsatz der Differential-und
Integralrechnung)

Ist f: I — R auf dem Intervall / stetig, dann ist die Funktion F, definiert
durch

(x,ael),

eine Stammfunktion Vo

Satz 2.37: (zweiter Hauptsatz der Differential-und
Integralrechnung)

Ist F Stammfunktion einer auf einem Intervall / stetigen oder
R-integrierbaren Funktion f: | — R, so gilt fir beliebige a,b € /

/ ’ f(x) dx = F(b) — F(a)
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Hauptsatze der Differential-und Integralrechnung

Buch Kap. 2.13
Stammfunktion

Ist F : | — R eine Stammfunktion von f : | — R, so schreiben wir

/ () dt = F(x) + C.

Hierbei heiBt C € R Integrationskonstante.
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Stammfunktionen
Beispiele

/singwdx
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Buch Kap. 2.13

—cot(x)+ C fir x £ kr mitk € Z

arcsin(x) + C far |x| < 1

Iog<X+ 1+x2)+C

Iog‘x+\/x2—1‘+C far | x| > 1
arctanx + C
1 14 x .
§Iog'1—x +C far |x| # 1.
1
ée"”"-i-C fur a # 0.
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Stammfunktionen
noch mehr Beispiele

Buch Kap. 2.13

/bxdx = Lb"—I—C firb>0,b# 1.
log(b)
/ og(x)dx = x(log(x)—1)+C  firx>0.
X =
/Iogb(x) de = o) —1)+C  firb>0x>0,
/sinh(x)dx = cosh(x)+ C %,{x {loytr-n)r )
=df=g (Y- 1 A )
/cosh(x) dx = sinh(x)+C ( ) v X " 1Sgta-A44
= logic)
/tanh(x) dx = log(cosh(x))+ C
N
/coth(x) dx = log(|sinh(x)|)+C firx £0.
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Beispiel

Buch Kap. 2.13
Polynome
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Substitutionsregel

Buch Kap. 2.13
Satz 2.29: (Substitutionsregel)

Sei f stetig auf dem Intervall J und ¢ stetig differenzierbar auf dem

Intervall I, wobei (/) C J gilt und die Umkehrfunktion o~ existiert.
Dann gilt

/ f(o(x))¢ (x) dx = / £(t) dt mit t = o(x)
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Substitutionsregel

Buch Kap. 2.13

Substitutionsregel 1
1) o(x) wird durch t ersetzt (substituiert),

2) wegen % = ¢'(x) bzw.@ wird ¢'(x) dx durch dt
ersetzt,

3) das Integral [ f(t) dt wird berechnet (das sollte einfacher als die
Berechnung des Integrals [ f((x))¢’(x) dx sein, sonst wére die
Miihe umsonst!),

4) t wird durch ¢(x) ersetzt (Ricksubstitution).

Analysis | April 10, 2018 33/39



Substitutionsregel
Buch Kap. 2.13

Beispiel
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Substitutionsregel

Buch Kap. 2.13

Substitutionsregel 2
1) x wird durch ¢(t) ersetzt (substituiert),
2) wegen & = o/( ) bzw dx = ¢/(t) dt wird dx durch ¢/(t) dt ersetzt,
3) das Integral [ f(¢(t))¢'(t) dt wird berechnet,
4) t wird durch ! (x) ersetzt (Ricksubstitution).
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Substitutionsregel :

J Buch Kap. 2.13
Beispiel
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Partielle Integration

Buch Kap. 2.13
Partielle Integration

Far zwei auf einem Intervall / stetig differenzierbare Funktionen u und
v ist u - v eine Stammfunktion von (u - v)’ = ¢'v + uv’ und es gilt

u(x)v(x) = /(u’(x)v(x) + u(x)v/'(x))dx bzw. nach Satz 2.28

/u’(x)v(x) dx = u(x)v(x) —/u(x)v’(x))dx.

Analysis | April 10, 2018 37/39




Partielle Integration

Buch Kap. 2.13
Beispiel
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Partielle Integration
Buch Kap. 2.13

Beispiel

Q) S‘ 5.‘-.(3591 +

1

. o ‘ .
S st sihtord= = coster siw) ¢ (cosinodr

A W

= = Cosle) gty kS A= siates ol

el gty + (Aot - Ssnteicli

i

"

=7 S:r’-}fﬂo‘h‘ -;{ (— ces (¢) Sialt) + £ .) + el

T __
. L
[-’.-.9]_-_,25'. § St “')o{*- = -'I?'__

Analysis | April 10, 2018 39/39



