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Informationsquellen

@ Internet
https://www.math.uni-hamburg.de/teaching/export/tuhh/cm/a2/18

@ Ubungen in Tutorgruppen
Dr. Hanna Peywand Kiani und Ubungsgruppenleiter(innen)

@ Anleitung zu den Ubungen (14-taglich)
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Inhalt der Analysis Il

@ Integration (bestimmte Integrale, Hauptsatz, Integrationsregeln, uneigentliche
Integrale, parameterabhangige Integrale)

@ Anwendungen der Integralrechnung (Volumen und Mantelfliche von
Rotationskérpern, Kurven und Bogenlange, Kurvenintegrale)

© periodische Funktionen und Fourier-Reihen
@ Potenzreihen und elementare Funktionen

©@ |Interpolation
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Integration
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Integration, Zerlegungen Buch Kap. 2.13
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Zerlegung

@ Es wird eine Streifeneinteilung gebildet, wobei jeweils Streifen der
Breite Ax;, i =1,2,...,n, mit den beliebig gewahlten Punkten
X0, X1, X2,...,Xn

Aa=X < X4 < Xo<---<Xp=Db

betrachtet werden.
@ Die Menge der so gebildeten Teilintervalle

[X07X1]7 [X17X2]7 000y [Xn—17Xn]

hei3t Zerlegung Z des Intervalls [a, b].




Integration, Zerlegungen Buch Kap. 2.13
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@ Die groBte der Teilintervalllangen Ax;

|Z| .= max Ax;
ie{1,...,n}
heiB3t Feinheit der Zerlegung Z.

@ Man bildet in jedem Streifen zwei Rechtecke, die die Flache von f
von “oben” und von "unten” annahern. Falls f beschr’ankt ist,
existiert auf allen Teilintervallen obere und untere Grenze

M= sup f(x) m; = inf f(x).

XE[Xi—1,x] XE[Xi—1,X]

V.
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Integration, Zerlegungen Buch Kap. 2.13

Ober-/Untersumme

@ Uber dem Intervall [xi_1, X;] entsteht ein "unteres” Rechteck mit
dem Flacheninhalt m;Ax; und ein "oberes” Rechteck mit dem
Flacheninhalt M;Ax;.

@ Eine Summation Uber /i ergibt

n
Si(Z) = Y MAx;, die Obersumme von f beztiglich Z, und
i=1
n
si(Z) = Y _ mAx;, die Untersumme von f beziglich Z.
i=1
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Integration, Zerlegungen Buch Kap. 2.13
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Integration, Zerlegungen Buch Kap. 2.13
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Ober-/Untersumme

@ Wahlt man mit &; einen beliebigen Punkt aus dem Intervall
[Xi_1,x;] fari=1,2,...,n,sogilt m; < f(&) < M; und deshalb
auch .

s1(2) <Y (&)Ax < 5(2) -
i=1

@ Die Summe R(Z) = > 1L, f(&)Ax; heiBt Riemannsche Summe

bezlglich der Zerlegung Z.
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Integration, Zerlegungen Buch Kap. 2.13

Ober-/Unterintegral

@ Bei immer feiner werdenden Zerlegungen die Obersummen im
Allg. immer kleiner und die Untersummen immer groBer werden.

Iy = ingf(Z), genannt Oberintegral von f,

I = supsi(2), genannt Unterintegral von f.
z

Dabei bedeutet infz und supz, dass das Supremum bzw. Infimum
Uber der Menge aller Zerlegungen gebildet wird.
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Integration, Zerlegungen Buch Kap. 2.13

Ober-/Unterintegral

@ Sind Z; und Z, zwei beliebige, unterschiedliche Zerlegungen des
Intervalls [a, b], dann kann man eine verfeinerte Zerlegung Z aus
den Durchschnitten der Teilintervalle von Z; und Z, bilden. Es gilt
dann

s(£1) < s¢(Z2) < R(Z) < S¢(2) < Si(2) ,

Sf(Zg) < Sf(Z) < R(Z) < Sf(Z) < Sf(Z1) o
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Integration, Zerlegungen Buch Kap. 2.13

Ober-/Unterintegral
@ Konsequenz: Fir beliebige Zerlegungen Zy, Z, gilt

St(Z1) < S¢(Z2) und  s¢(Z2) < S¢(Z1)

ist. Daher ist die Menge der Obersummen nach unten beschrankt
ist, und die Menge der Untersummen nach oben.

@ Daraus folgt die Existenz von /s und /; und

I <.

Es folgt _
Iy <R(2Z) <.

v
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Integration, Zerlegungen Buch Kap. 2.13

Ober-/Unterintegral
@ Fur stetige Funktionen auf jeden Fall, aber auch fur viele andere
Ubliche Funktionen ist I = I;. Ist (Zx) eine Zerlegungsfolge, fir die
limk_o0 |Zk| = 0 gilt, so heif3t (Z) oder zulassige Zerlegungsfolge.
Gilt I; = I, so folgt

lim s¢(Zx) =1y = lim R(Zk) = Ir = lim Si(Z) .
k—o0 k—o0 k—00

Die durchgefiihrten Betrachtungen rechtfertigen die folgende
Definition.
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Integration, Zerlegungen Buch Kap. 2.13

Definiton 2.34: (Integrierbarkeit, RIEMANNsches Integral)

Eine auf [a, b] beschrénkte Funktion f hei3t im Intervall [a, b]
RIEMANN-integrierbar, falls das Unter- und Oberintegral von f
Ubereinstimmen, also

Iy =Ty

Der gemeinsame Grenzwert Jr = I, wird bestimmtes RIEMANNsches
Integral von f(x) Gber [a, b] genannt und mit

bezeichnet.

a heiflt untere und b obere Integrationsgrenze und [a, b] wird
Integrationsintervall genannt. x hei3t Integrationsvariable und f(x)
Integrand.

v
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Riemann-Integral Buch Kap. 2.13

Satz 2.33: (RIEMANNSsches Integral)

Fur jede beschrankte Funktion f : [a, b] — R gilt:

f ist genau dann integrierbar, wenn jede Folge RIEMANNscher
Summen R(Z) von f, bei denen die Feinheiten |Zy| der zugehérigen
Zerlegungen gegen Null streben und die Punkte &; in den
Teilintervallen von Z beliebig gewahlt werden, gegen denselben
Grenzwert konvergiert. Dieser Grenzwert ist dann gleich fa x) dx,
d.h.

lim R(Z) = / f(x) dx.

K—o0
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Riemann-Integral

Beispiele
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Riemann-Integral Buch Kap. 2.13

Satz 2.34: (Stetigkeit = Integrierbarkeit)

Eine auf [a, b] stetige Funktion ist integrierbar.

Das gilt auch fur stiickweise stetige Funktionen, die auf [a, b] mit
Ausnahme endlich vieler Sprungstellen stetig sind.
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Riemann-Integral Buch Kap. 2.13

Satz 2.35: (Mittelwertsatze der Integralrechnung)

@ Mittelwertsatz der Integralrechnung
Ist die Funktion f : [a, b] — R stetig, so existiert ein ¢ €]a, b[ mit

/b f(x)dx = f(&)(b— a).

o ﬁ 5
@ verallgemeinerter Mittelwertsatz der Integralrechnung

Sind die Funktionen f : [a,b] — R und g : [a, b] — R stetig und ist
g(x) > 0 fur alle x €]a, b, so existiert ein ¢ €]a, b[ mit

b b
/a (x)g(x) ox = £(¢) / 9(x) dx.
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Riemann-Integral Buch Kap. 2.13

Satz 2.36: (Rechenregeln der Integralrechnung)

Seien f und g integrierbare Funktionen auf dem Intervall [a, b],
a< c< bundcy,c € R, dann gilt

o [P(cif+cog)dx = [Pfax+co [P gax,
° ‘f:fdx‘ < (21| dx,

o [Pfax= [Cfax+ [Pfdx,

° szauf[a7b]=>f:fdx20,

e ist f auf [a, b] stetig und nichtnegativ, sowie | : fdx = 0, so folgt
f=0.

Analysis | April 5, 2018 25/31



Integration, Stammfunktion Buch Kap. 2.13

Definition 2.33: (Stammfunktion)

Sei f : | — R eine auf dem Intervall / definierte reellwertige Funktion.
Die differenzierbare Funktion F : /| — R mit der Eigenschaft

F' =f
hei3t Stammfunktion von f.

Stammfunktionen sind nur bis auf Konstanten festgelegt, d.h. mit F ist
auch F + C fir C € R Stammfunktion zu f.
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Hauptsatze der Differential-und Integralrechiungp. 2.13

Satz 2.37: (erster Hauptsatz der Differential-und
Integralrechnung)

Ist f: I — R auf dem Intervall / stetig, dann ist die Funktion F, definiert
durch

F(x) = /ax f(tyat, (x,ac ),

eine Stammfunktion von f.

Satz 2.37: (zweiter Hauptsatz der Differential-und
Integralrechnung)

Ist F Stammfunktion einer auf einem Intervall / stetigen oder
R-integrierbaren Funktion f: | — R, so gilt fir beliebige a,b € /

b b
/ f(x) dx = F(b) — F(a) =:F(x)

a
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Hauptsatze der Differential-und Integralrechnung

Buch Kap. 2.13
Stammfunktion

Ist F : | — R eine Stammfunktion von f : | — R, so schreiben wir

/ () dt = F(x) + C.

Hierbei heiBt C € R Integrationskonstante.
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Stammfunktionen
Beispiele
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Buch Kap. 2.13

—cot(x)+ C fir x £ kr mitk € Z

arcsin(x) + C far |x| < 1

Iog<X+ 1+x2)+C

Iog‘x+\/x2—1‘+C far | x| > 1
arctanx + C
1 14 x .
§Iog'1—x +C far |x| # 1.
1
ée"”"-i-C fur a # 0.
April 5, 2018
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Stammfunktionen Buch Kap. 2.13
noch mehr Beispiele

/bde _ v e firb>0,b # 1.
log(b)

/Iog(x) dx = X(log(x)—1)+C far x > 0.

X o
m(log()()—1)+c furb>0,X>0.
sinh(x)dx = cosh(x)+ C

tanh(x)dx = log(cosh(x))+ C

coth(x)dx = log(|sinh(x)|) + C far x # 0.

/
/
/cosh(x) dx = sinh(x)+C
/
/
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