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Inhalt der Analysis Il

@ Integration (bestimmte Integrale, Hauptsatz, Integrationsregeln, uneigentliche
Integrale, parameterabhangige Integrale)

@ Anwendungen der Integralrechnung (Volumen und Mantelfliche von
Rotationskérpern, Kurven und Bogenlange, Kurvenintegrale)

© periodische Funktionen und Fourier-Reihen
@ Potenzreihen und elementare Funktionen

©@ |Interpolation
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Integration
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Abbildung 2.52: Flache A unter dem Graph der Funktion f
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Integration, Zerlegungen Buch Kap. 2.13

Zerlegung

@ Es wird eine Streifeneinteilung gebildet, wobei jeweils Streifen der
Breite Ax;, i =1,2,...,n, mit den beliebig gewahlten Punkten
X0, X1, X2,...,Xn

Aa=X < X4 < Xo<---<Xp=Db

betrachtet werden.
@ Die Menge der so gebildeten Teilintervalle

[X07X1]7 [X17X2]7 000y [Xn—17Xn]

hei3t Zerlegung Z des Intervalls [a, b].




Integration, Zerlegungen Buch Kap. 2.13

Zerlegung
@ Die groBte der Teilintervalllangen Ax;
|Z| .= max Ax;
ie{1,...,n}
heiB3t Feinheit der Zerlegung Z.

@ Man bildet in jedem Streifen zwei Rechtecke, die die Flache von f
von “oben” und von "unten” annahern. Falls f beschr’ankt ist,
existiert auf allen Teilintervallen obere und untere Grenze

M= sup f(x) m; = inf f(x).

XE[Xi—1,x] XE[Xi—1,X]

v
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Integration, Zerlegungen Buch Kap. 2.13

Ober-/Untersumme

@ Uber dem Intervall [xi_1, X;] entsteht ein "unteres” Rechteck mit
dem Flacheninhalt m;Ax; und ein "oberes” Rechteck mit dem
Flacheninhalt M;Ax;.

@ Eine Summation Uber /i ergibt

n
Si(Z) = Y MAx;, die Obersumme von f beztiglich Z, und
i=1
n
si(Z) = Y _ mAx;, die Untersumme von f beziglich Z.
i=1
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Integration, Zerlegungen Buch Kap. 2.13

f(x)

X =, =,
a=x, X, X, X, x4bx X
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Integration, Zerlegungen Buch Kap. 2.13

Ober-/Untersumme

@ Wahlt man mit &; einen beliebigen Punkt aus dem Intervall
[Xi_1,x;] fari=1,2,...,n,sogilt m; < f(&) < M; und deshalb
auch .

s1(2) <Y (&)Ax < 5(2) -
i=1

@ Die Summe R(Z) = > 1L, f(&)Ax; heiBt Riemannsche Summe

bezlglich der Zerlegung Z.

Analysis | July 2,2018 15/209



Integration, Zerlegungen Buch Kap. 2.13

Ober-/Unterintegral

@ Bei immer feiner werdenden Zerlegungen die Obersummen im
Allg. immer kleiner und die Untersummen immer groBer werden.

Iy = ingf(Z), genannt Oberintegral von f,

I = supsi(2), genannt Unterintegral von f.
z

Dabei bedeutet infz und supz, dass das Supremum bzw. Infimum
Uber der Menge aller Zerlegungen gebildet wird.
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Integration, Zerlegungen Buch Kap. 2.13

Ober-/Unterintegral

@ Sind Z; und Z, zwei beliebige, unterschiedliche Zerlegungen des
Intervalls [a, b], dann kann man eine verfeinerte Zerlegung Z aus
den Durchschnitten der Teilintervalle von Z; und Z, bilden. Es gilt
dann

s(£1) < s¢(Z2) < R(Z) < S¢(2) < Si(2) ,

Sf(Zg) < Sf(Z) < R(Z) < Sf(Z) < Sf(Z1) o
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Integration, Zerlegungen Buch Kap. 2.13

Ober-/Unterintegral
@ Konsequenz: Fir beliebige Zerlegungen Zy, Z, gilt

St(Z1) < S¢(Z2) und  s¢(Z2) < S¢(Z1)

ist. Daher ist die Menge der Obersummen nach unten beschrankt
ist, und die Menge der Untersummen nach oben.

@ Daraus folgt die Existenz von /s und /; und

I <.

Es folgt _
Iy <R(2Z) <.

v
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Integration, Zerlegungen Buch Kap. 2.13

Ober-/Unterintegral
@ Fur stetige Funktionen auf jeden Fall, aber auch fur viele andere
Ubliche Funktionen ist I = I;. Ist (Zx) eine Zerlegungsfolge, fir die
limk_o0 |Zk| = 0 gilt, so heif3t (Z) oder zulassige Zerlegungsfolge.
Gilt I; = I, so folgt

lim s¢(Zx) =1y = lim R(Zk) = Ir = lim Si(Z) .
k—o0 k—o0 k—00

Die durchgefiihrten Betrachtungen rechtfertigen die folgende
Definition.
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Integration, Zerlegungen Buch Kap. 2.13

Definiton 2.34: (Integrierbarkeit, RIEMANNsches Integral)

Eine auf [a, b] beschrénkte Funktion f hei3t im Intervall [a, b]
RIEMANN-integrierbar, falls das Unter- und Oberintegral von f
Ubereinstimmen, also

Iy =Ty

Der gemeinsame Grenzwert Jr = I, wird bestimmtes RIEMANNsches
Integral von f(x) Gber [a, b] genannt und mit

I:/abf(x)dx

bezeichnet.

a heiflt untere und b obere Integrationsgrenze und [a, b] wird
Integrationsintervall genannt. x hei3t Integrationsvariable und f(x)
Integrand.

v
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Riemann-Integral Buch Kap. 2.13

Satz 2.33: (RIEMANNSsches Integral)

Fur jede beschrankte Funktion f : [a, b] — R gilt:

f ist genau dann integrierbar, wenn jede Folge RIEMANNscher
Summen R(Z) von f, bei denen die Feinheiten |Zy| der zugehérigen
Zerlegungen gegen Null streben und die Punkte &; in den
Teilintervallen von Z beliebig gewahlt werden, gegen denselben
Grenzwert konvergiert. Dieser Grenzwert ist dann gleich fa x) dx,
d.h.

lim R(Z) = / f(x) dx.

K—o0
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Riemann-Integral
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Riemann-Integral Buch Kap. 2.13

Satz 2.34: (Stetigkeit = Integrierbarkeit)

Eine auf [a, b] stetige Funktion ist integrierbar.

Das gilt auch fur stiickweise stetige Funktionen, die auf [a, b] mit
Ausnahme endlich vieler Sprungstellen stetig sind.

Analysis |
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Riemann-Integral Buch Kap. 2.13

Satz 2.35: (Mittelwertsatze der Integralrechnung)

@ Mittelwertsatz der Integralrechnung
Ist die Funktion f : [a, b] — R stetig, so existiert ein ¢ €]a, b[ mit

/b f(x)dx = f(&)(b— a).

©@ verallgemeinerter Mittelwertsatz der Integralrechnung
Sind die Funktionen f : [a,b] — R und g : [a, b] — R stetig und ist
g(x) > 0 fur alle x €]a, b, so existiert ein ¢ €]a, b[ mit

b b
| 100gtx) dx = 1(¢) [~ g ok
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Riemann-Integral Buch Kap. 2.13

Satz 2.36: (Rechenregeln der Integralrechnung)

Seien f und g integrierbare Funktionen auf dem Intervall [a, b],
a< c< bundcy,c € R, dann gilt

o [P(cif+cog)dx = [Pfax+co [P gax,
° ‘f:fdx‘ < (21| dx,

o [Pfax= [Cfax+ [Pfdx,

° szauf[a7b]=>f:fdx20,

e ist f auf [a, b] stetig und nichtnegativ, sowie | : fdx = 0, so folgt
f=0.
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Integration, Stammfunktion Buch Kap. 2.13

Definition 2.33: (Stammfunktion)

Sei f : | — R eine auf dem Intervall / definierte reellwertige Funktion.
Die differenzierbare Funktion F : /| — R mit der Eigenschaft

F' =f
hei3t Stammfunktion von f.

Stammfunktionen sind nur bis auf Konstanten festgelegt, d.h. mit F ist
auch F + C fir C € R Stammfunktion zu f.
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Hauptsatze der Differential-und Integralrechiungp. 2.13

Satz 2.37: (erster Hauptsatz der Differential-und
Integralrechnung)

Ist f: I — R auf dem Intervall / stetig, dann ist die Funktion F, definiert
durch

F(x) = /ax f(tyat, (x,ac ),

eine Stammfunktion von f.

Satz 2.37: (zweiter Hauptsatz der Differential-und
Integralrechnung)

Ist F Stammfunktion einer auf einem Intervall / stetigen oder
R-integrierbaren Funktion f: | — R, so gilt fir beliebige a,b € /

b b
/ f(x) dx = F(b) — F(a) =:F(x)

a

.
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Hauptsatze der Differential-und Integralrechnung

Buch Kap. 2.13
Stammfunktion

Ist F : | — R eine Stammfunktion von f : | — R, so schreiben wir

/ () dt = F(x) + C.

Hierbei heiBt C € R Integrationskonstante.
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Stammfunktionen
Beispiele

/singwdx

1
| e
/;dx
VRS
—1 a.
/m *

1
/1+—x2dx
1
/de

/ea"dx

Analysis |

Buch Kap. 2.13

—cot(x)+ C fir x £ kr mitk € Z

arcsin(x) + C far |x| < 1

Iog<X+ 1+x2)+C

Iog‘x+\/x2—1‘+C far | x| > 1
arctanx + C
1 14 x .
§Iog'1—x +C far |x| # 1.
1
ée"”"-i-C fur a # 0.
July 2, 2018
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Stammfunktionen Buch Kap. 2.13
noch mehr Beispiele

;
“ax = ——b¥ v 1,
/b o = P tC  frb>00b7

/Iog(x) dx = X(log(x)—1)+C far x > 0.

X o
m(log()()—1)+c furb>0,X>0.
sinh(x)dx = cosh(x)+ C

tanh(x)dx = log(cosh(x))+ C

coth(x)dx = log(|sinh(x)|) + C far x # 0.

/
/
/cosh(x) dx = sinh(x)+C
/
/

v
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Buch Kap. 2.13
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Substitutionsregel

Buch Kap. 2.13
Satz 2.29: (Substitutionsregel)

Sei f stetig auf dem Intervall J und ¢ stetig differenzierbar auf dem

Intervall I, wobei (/) C J gilt und die Umkehrfunktion o~ existiert.
Dann gilt

/ f(o(x))¢ (x) dx = / £(t) dt mit t = o(x)
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Substitutionsregel

Buch Kap. 2.13

Substitutionsregel 1
1) o(x) wird durch t ersetzt (substituiert),
2) wegen & = o/(x) bzw. dt = ¢/(x) dx wird ¢'(x) dx durch dt
ersetzt,

3) das Integral [ f(t) dt wird berechnet (das sollte einfacher als die
Berechnung des Integrals [ f((x))¢’(x) dx sein, sonst wére die
Miihe umsonst!),

4) t wird durch ¢(x) ersetzt (Ricksubstitution).
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Substitutionsregel

Beispiel

Buch Kap. 2.13

o = = = DA
Analysis |



Substitutionsregel

Buch Kap. 2.13

Substitutionsregel 2
1) x wird durch ¢(t) ersetzt (substituiert),
2) wegen & = o/( ) bzw dx = ¢/(t) dt wird dx durch ¢/(t) dt ersetzt,
3) das Integral [ f(¢(t))¢'(t) dt wird berechnet,
4) t wird durch ! (x) ersetzt (Ricksubstitution).
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Substitutionsregel

Beispiel

Buch Kap. 2.13

o = = = DA
Analysis |



Partielle Integration

Buch Kap. 2.13
Partielle Integration

Far zwei auf einem Intervall / stetig differenzierbare Funktionen u und
v ist u - v eine Stammfunktion von (u - v)’ = ¢'v + uv’ und es gilt

u(x)v(x) = /(u’(x)v(x) + u(x)v/'(x))dx bzw. nach Satz 2.28

/u’(x)v(x) dx = u(x)v(x) —/u(x)v’(x))dx.
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Partielle Integration

Beispiel

Buch Kap. 2.13

o = = = DA
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Partielle Integration

Beispiel

Buch Kap. 2.13

o = = = DA
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Integration Buch Kap. 2.13

Bemerkung
@ Nicht jedes Integral Iasst sich explizit “I6sen”, d.h.
@ nicht jede (integrierbare) Funktion besitzt “einfache”
Stammfunktion bzw.
@ manche Stammfunktionen lassen sich nicht durch Komposition
von elementaren Funktionen darstellen.

Beispiele
.
Si(x) = /o wdt (Integralsinus)
erf(x) = 2 /Xe"zdt (Fehlerfunktion)
T VAo
X
E(x,k) = / (1—Kk2sin2f)*2dt  (Elliptische Integrale)
0
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Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13
Ziel: Integration rationaler Funktionen

R(x) = P obei p(x) = Zn: akx®,  q(x) = i by x*.
q(X) k=0 k=0

Methode: Partialbruch-Zerlegung von rationaler Funktion R(x).

Ansatz

R(x) = x)+Z

2 Qjk;
—
Ry (x— X"

7]

WX + 1 Vi X + g
3 + ...+ K
e ((x — )2+ bj?> ((x —a)? + bf)

_|_




Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13
Erlauterungen

@ Ohne Einschrankung: p(x) und g(x) haben keine gemeinsamen
Nullstellen.

@ Das Polynom py(x) tritt nur auf, falls

deg(p) > deg(q).

@ In diesem Fall berechnet man py(x) mit Polynomdivision, und es
gilt

2RO -p0) = R =) a0+ pal),
mit deg(pz) < deg(q).
@ Das Nennerpolynom q(x) besitze

die reellen Nullstellen x; mit Vielfachheit k;;
die komplexen Nullstellen z; = &; + ib; mit Vielfachheit k;

und damit komplex konjugierte Nullstellen z; = a; — ib;.
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Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13
Ansatz der Partialbruch-Zerlegung

Qjo jk;
R(x) = J I .
) +Z ol +(x—xj)k/]
n
aX 40 '7'k-X+5'k»
THD S e I . Lo
j=ni+1 ((x—aj)2+bj?) ((x—aj)z-i-bf)

Unbekannte Parameter, die bestimmt werden muissen:

Qg j:1,...,n1,£:1,...,kj;
Yo,  J=mA1, 0, m 0=1,..k;
O,  J=mA1,m =1, k.

Diese Parameter werden durch Koeffizientenvergleich berechnet,

die rechte Seite wird dabei auf den Haugtnenner gebracht.
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Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13

Beispiel
1—x
Alx) = xX2(x2 +1)
Ansatz:
Rix) = 1492, nX+o

X X2 x24+1
= 1-x = x4+ 1)ag + (X2 + 1)z + x3(y1x + 61)

Ausmultiplizieren: 1—x = (a1 +71)X3 + (o2 + 01)X% + a1 x + ap

Koeffizientenvergleich: a1 +v1 =0, ap +61 =0, oy = -1, ar =1
. 1 1 x—1

Partialbruchzerlegung: R(X)=——+4+ — + ———

X x2  x24+1
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Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13

Beispiel
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Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13

Beispiel
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Integration rationaler Funktionen
Buch Kap. 2.13

Vier Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.
I: Polynome:

S S
c
/Z cxfax =) ﬁxk“ +C
k=0 k=0
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Integration rationaler Funktionen
Buch Kap. 2.13

Vier Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.
I: Polynome:

S S
c
/Z cxfax =) ﬁxk“ +C
k=0 k=0

Il: Inverse Potenzen:
log(|x — Xxo|) + C far ¢ =1
ax
= 1 1

_ V4 .
(X — xo) 1_K-(X_XO)Z_HFC fr¢=2,3,...
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Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13

Beispiel
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Integration rationaler Funktionen
Buch Kap. 2.13

Vier Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.
li:

1
= [ 55— fil
[ /(X2+1)2dx urf/eN

o FUr ¢ =1 qilt

]
h = /m dx = arctan(x) + C

e FUr ¢ > 1 kann man /, wie folgt rekursiv berechnen.

= 5= [(3 20y -

X

e fure=2,8,....
GE+ 1) arié=2,3,
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Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13
Herleitung der Rekursion.

e Substitution: Setze u = x2 + 1 in

2x au 1 1
/(x2+1)fdx = J@TTme w e
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Integration rationaler Funktionen
Herleitung der Rekursion.

e Substitution: Setze u = x2 + 1 in

/(z—de: dU:L

x2 1) w14

Buch Kap. 2.13

e Partielle Integration:

1 X2 +1
o = [ | Gy

X

/X 2—X£dx+/£

1

2(1 —0)(x2+ 1)1 2(1—9)

Analysis |

July 2, 2018

50/209



Integration rationaler Funktionen
Herleitung der Rekursion.

e Substitution: Setze u = x2 + 1 in

/(z—de: dU:L

x2 1) w14

Buch Kap. 2.13

e Partielle Integration:

1 X2 +1
o = [ | Gy

/X 2—X£dx+/£

2 (x2+1)
= X - dp1 + 1,
T 21— 0@+t 21 —p TTH
Somit:
he = @20 - X fiir ¢ =2,3

Analysis |
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Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13

Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

1V:
/ cx+d i dx
((x — @)2 + b?)

_c 2(x — a) dx
“2) a0 ey
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Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13

Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

1V:
/ cx +d dx
((x — a)2 + b2)

dx
/ dx + (d + ca) / 7
((x — a2+ b2) ((x — a)? + b?)
e Erstes Integral:
/ 2(x—a) sax = d—;’ mit u = (x — a)® + b°.
((x — a)? + b?) u
log (|(x —a)? + b?|) + C fir £ = 1

S 1
17 ((X _ a)2 L b2)£71

+C fure=2.3,...




Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13

Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

1V:
/ cx +d dx
((x - a)2 + b?)

_c 2(x — a) dx
2 / ((x — a)2 + b2)* derld+ Ca)/ ((x — a2 + b?)"

e Zweites Integral:

/ adx 1 / at mit to X~ @
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Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13

Beispiel
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Integration rationaler Funktionen

Buch Kap. 2.13

Beispiel
Betrachten erneut die rationale Funktion
1—x
R = —
) x2(x2+1)

11 X1

x  x2 ' x241

Somit bekommt man

ax

[reoo =[5+ aralwi]

= —log(|x])— = —l— 5 Iog(X + 1) —arctan(x) + C

X2+ 1

Analysis |
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Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13

Beispiel
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Partialbruchzerlegung mittels “Zuhaltemethode”
Annahme

Das Nennerpolynom hat nur einfache Nullstellen.

Beispiel

v

Analysis |
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Partialbruchzerlegung mittels “Zuhaltemethode”

Beispiel
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Integration rationaler Funktionen

Substitution bei verwandten Integralen.
Sei R(x) eine rationale Funktion.
Dann lassen sich die folgenden Integrale durch Substitution

vereinfachen.
/ R(e") dx = / A

@ Mit t = tan(x/2) bekommt man

Buch Kap. 2.13

@ Setze t = €eXin

1-1

= 1-|-—t2 und sin(X) = el

il <5 8

cos(x)

und somit durch Substitution in

1—2 2t 2
R [ =[R
/ (cos x, sin x) dx / <1+t2’1+t2)1+t2 dt

v

Analysis |
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Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13

Beispiel
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Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13

Beispiel
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Uneigentliche Integrale Buch Kap. 2.16

Definition 2.36: (uneigentliches Integral)
Die Funktion f sei auf dem rechts offenen Intervall [a, b), b € R U {co},

erklart und auf jedem Intervall [a, c] , ¢ < b, Riemann integrierbar. Wir
setzen

b C
a)/ f(x)dx = lim /f(x)dx, falls b < oo,
a c—b—-0 /4

und - .
b) / f(x)dx := lim / f(x) dx, falls b = cc.
a C—00 a

Integrale des Typs a) oder b) hei3en uneigentliche Integrale. Wir
sagen, dass ein uneigentliches Integral konvergiert, falls der
entprechende Grenzwert exisitiert. Ansonsten sprechen wir von
Divergenz.
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Uneigentliche Integrale Buch Kap. 2.16

Beispiel
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Uneigentliche Integrale Buch Kap. 2.16

Beispiel
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Uneigentliche Integrale

Buch Kap. 2.16

Satz 2.41: (Cauchy Kriterium fur uneigentliche Integrale)

Die Funktion f(x) sei Gber jedem abgeschlossenen Teilintervall
[a, b] C [a,o0) Riemann integrierbar.

Das Integral
/ f(x) dx
a

ist konvergent genau dann, wenn

X2
Ve>03X>aVX<x1<x2:|/ f(x)dx| <e

Xy

Analysis | July 2,2018 63 /209



Uneigentliche Integrale Buch Kap. 2.16
\
f(x)

<t g
X X, X

Abbildung 2.63: Zur Konvergenz uneigentlicher Integrale der Form
I3 f(x)dx
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Uneigentliche Integrale Buch Kap. 2.16

y f(x)=sin x

+ N\ ‘
0| TN 21 NS x

Abb. 2.64: Zum Integral [, sin x dx,

f(x)=sm(x2 )

/\ AAA
AR

Abb. 2.65: Zum Fresnel Integral [, sin(x?) dx

Analysis | July 2, 2018
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Uneigentliche Integrale Buch Kap. 2.16

Satz 2.42
Sei f(x) > 0 und monoton fallend.

/ f(x) dx konvergent — lim f(x) =0.
a X—00

Satz 2.43: Majorantenkriterium
f(x) > 0 und g(x) > f(x) auf [a, o), dann:

/ g(x) dx konvergent :>/ f(x) dx konvergiert
a a

/ f(x) dx divergent :/ g(x) dx divergiert .
a a
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Uneigentliche Integrale Buch Kap. 2.16

Beispiel
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Uneigentliche Integrale

Buch Kap. 2.16
Satz 2.44
J5° 1f(x)| dx konvergent = [ f(x) dx konvergent.

Satz 2.45

f sei Uber jedes beschrankte Teilintervall von [a, ) (a > 0)
integrierbar, ¢ > aund M > 0.

a) f(x) < Mv,scmita > 1= [°f(x) dx konvergent,
b) f(x) > M, mita < 1= [I°f(x)dx divergent.
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Uneigentliche Integrale Buch Kap. 2.16

Beispiel
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Integralkriterium flr Reihen

Buch Kap. 3.1
Satz 3.12: (Integralkriterium flr Reihen)

Ist f auf [m, o) (m ganzzahlig) positiv und monoton fallend, so haben

die Reihe .
> (k)
k=m
und das uneigentliche Integral

/Oo f(x)dx

m

gleiches Konvergenzverhalten.

Analysis | July 2,2018 70/209



Integralkriterium far Reihen Buch Kap. 3.1

Beispiel
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Integration bei Polen am Rand

Buch Kap. 2.16

Erinnerung

Die Funktion f sei auf dem rechts offenen Intervall [a, b) erklart und auf
jedem Intervall [a, c], ¢ < b, Riemann integrierbar. Wir setzen

a) /bf(x)dx:: lim /f(x)dx falls b < oo,

c—b—0

Analoges gilt bei Funktionen auf dem links offenen Intervall (a, b].
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Integration bei Polen am Rand Buch Kap. 2.16

Beispiel
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Uneigentliche Integration
Buch Kap. 2.16

Was ist...

/a f(x)dx ?

—00
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Uneigentliche Integration
Buch Kap. 2.16

Was ist...

/Oo f(x)dx ?

—0o0
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Uneigentliche Integration
Buch Kap. 2.16

Was ist...

/:o f(x)dx,

wobei f : (&, 00) — R?
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Uneigentliche Integration
Buch Kap. 2.16

Was ist...

b
/ f(x)dx,
wobei f : [a, b] \ {c} — R?
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Parameterintegrale Buch Kap. 2.15

Beispiele
@ Gamma-Funktion (interpoliert die Fakultat)

o0

r(x):= /tx—1e—’dt, x >0,

0
@ Bessel-Funktionen (Ausbreitung von Wellen,
Schwingungsverhalten elastischer Koérper)

™

Jn(Xx) = %/cos (xsint—nt)dt, neN,

0
@ Laplace-transformierte einer Funktion f (gewdhnliche
Differentialgleichungen Gberfliihren in algebraischer Gleichungen)

F(s) := / f(t)e Stdt.
0

v
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Parameterintegrale Buch Kap. 2.15

Die Gamma-Funktion
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Parameterintegrale Buch Kap. 2.15

Satz 2.39: (Differentiation bestimmter Parameterintegrale)

Seien [a, b] und [c, d] abgeschlossene Intervalle und die Funktion
f(x,y)in [a, b] x [c, d] sei stetig bezliglich des Parameters x und

integrierbar bezuglich der Veranderlichen y. Dann gilt fir das
Parameterintegral

d
F(x) ::/ f(x,y)dy, a<x<b,
c

a) Fistin [a, b] stetig,

b) ist f zusatzlich auf [a, b] nach dem Parameter x stetig
differenzierbar, dann ist F differenzierbar und hat die Ableitung

, _g/d _/ddf(x,y)
F(X)—dx ; f(x,y) dy = e dy .
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Parameterintegrale
Beispiel

Buch Kap. 2.15

. - . , oA
Analysis |



Parameterintegrale

Buch Kap. 2.15
Satz 2.40: (Leibniz—Regel)

Es gelten die Voraussetzungen des Satzes 2.39. Seien ferner h(x)
und g(x) stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

F(x) d/h(x)f( ) d
X) = — X,y)ay =
ax Jg(x)
B /"<X>df(x,y>
g

W  dx dy + f(x, h(x))H (x) — f(x, 9(x))g'(x) -
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Parameterintegrale
Beispiel

Buch Kap. 2.15

. - . , oA
Analysis |



Anwendungen der Integralrechnung
(Volumen und Mantelflache von
Rotationskorpern, Kurven und Bogenlange,
Kurvenintegrale)
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Rotationskorper Buch Kap. 2.14

)|

Abb. 2.61: Rotationskérper, durch f(x) erzeugt
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Rotationskorper

Buch Kap. 2.14
Volumen

Das Volumen des von der Funktion f : [a, b] — R] erzeugten
Rotationskérpers wird durch

b
v;:w/ f2(x) dx
a

erklart.
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Rotationskorper

Buch Kap. 2.14
Mantelflache

Die Oberflache des von Funktion f : [a, b] — RJ erzeugten
Rotationskdrpers lasst sich durch

Fo—2r / 001 1 PO

berechnen.
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Rotationskdrper

Beispiel

Buch Kap. 2.14

. - . , oA
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Rotationskdrper

Beispiel

Buch Kap. 2.14
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Kurven im R”
Buch Kap. 2.12
Definition 2.30 (vergl. Def. 5.13): (Kurve im R")

Sei G C R"und [a, b] C R ein abgeschlossenes Intervall.
Jede Abbildung

Xq
X2 T
x:[abl— G, x=| . =:(Xxq1,X2,...,Xn)
Xn
mit stetig differenzierbaren Funktionen x; : [a,b] = R (i=1,...,n)

heiBt Kurvenstick in G mit dem Anfangspunkt
x(a) = (x1(a), x2(a), . .., xn(a))", dem Endpunkt
x(b) = (x1(b), x2(b), . . ., Xa(b))T und der Spur {x(t)| a < t < b}.

Analysis | July 2,2018 90/209



1 n
Kurvenim R Buch Kap. 2.12

Fortsetzung Definition 2.30:

Ein Kurvenstiick heiBt regular, falls x](£)2 + x5()? + ... x},(t)2 # 0 fiir
alle t € [a, b] gilt.

x(t) = (X1 (1), X2(1), . . ., xn(£)) T

heiBt Parameterdarstellung des Kurvenstiickes mit dem Parameter t.
Eine Aneinanderreihung von Kurvenstiicken K, i = 1, ..., r, wobei der
Anfangspunkt von K; jeweils mit dem Endpunktvon K;_¢,i =2, ..., r,

Ubereinstimmt, hei3t Kurve. Ist nur ein Kurvenstlck vorhanden, wird

es i. Allg. auch als Kurve bezeichnet. Dann schreiben wir (vergl. Def.
5.13)

(1) = x(t) = (x1 (1), x2(t), ..., Xn(t)) "
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Kurven im R"

Beispiel

Buch Kap. 2.12

. - . , oA
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Kurven im R"

Beispiel

Buch Kap. 2.12

. - . , oA
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Kurven im R"
Buch Kap. 5.3

Defintion 5.15: (Tangentenvektor)

Sei v : [ta, te] — R” eine regulare Kurve (d.h. ||¥(t)|| > 0 fir alle
t € [ta, te]). Mit

T
0= R

bezeichnen wir den Tangentenvektor an die Kurve ~.
Die Gleichung der Kurventangente in v(f) lautet

flir t € [ta, te]

X(\) = 4(t) + AT(H)  (A€R).
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Skalare Kurvenintegrale Buch Kap. 7.4

Nta)

Abbildung 7.2: Bezeichnungen bei Kurven ~ im R?
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Kurven im R"

Beispiel

Buch Kap. 2.12

. - . , oA
Analysis |



Skalare Kurvenintegrale

Buch Kap. 7.4

Defintion 7.6 (Bogenelement einer Kurve im R")

Sei y(t) = (x1(t), x2(1), . .., Xa(1))T, t € [ta, te] €ine Kurve im R”. Dann
bezeichnen wir mit

ds = \/X2(t) + 5Z(1) + -+ KE(t) ot =: (1) ot

das Bogenelement der Kurve (an der Stelle ~(t)).
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Kurven im R"

Buch Kap. 5.3

Definition 5.14: (Bogenlange)
Sei v : [ta, te] — R" eine regulare Kurve.

t
s(t) = /t () ot

bezeichnen wir als Bogenlange des Kurvensticks Uber [{3, f].
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Kurven im R"

Beispiel

Buch Kap. 2.12
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Kurven im R"

Beispiel

Buch Kap. 2.12
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Skalare Kurvenintegrale

Buch Kap. 7.4

Definition 7.7: (Skalares Kurvenintegral einer Funktion)

Eine Funktion f : R" D v([ts, te]) — R sei auf allen Punkten einer Kurve
v : [ta, te] — R" stetig. Dann heifBt

te
/ fs:= /, () (D)] ot

skalares Kurvenintegral der Funktion f (bzw. Kurvenintegral erster Art)

V.
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Skalare Kurvenintegrale

Buch Kap. 7.4

Schritte zur Berechnung des skalaren Kurvenintegrals einer
Funktion
1) Falls nicht gegeben, Parametrisierung der Kurve = : [ta, ts] — R"
2) Berechnung der Funktionswerte f(+(t)) der Belegungsfunktion

)
3) Berechnung von ||5(t)]]
4) Berechnung des Kurvenintegrals

te
/7 fds = /t (D) A(D)] at.
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Skalare Kurvenintegrale Buch Kap. 7.4

Beispiel
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Skalare Kurvenintegrale Buch Kap. 7.4

Beispiel
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Skalare Kurvenintegrale

Buch Kap. 7.4

Satz 7.1:(Rechenregeln fur Kurvenintegrale und Mittelwertsatz)

Sei v eine Kurve und f, g : R" D ~([ta, te]) — R stetige Funktionen und
a € R. Dann gelten die Regeln

(i) fv(f +g)ds = fv fds+ | ., 9 ds (Additivitat des Integrals)
(i) f7 afds =« f7 f ds (Homogenitat des Integrals)
(iii) f7 fds = f(y(7)) - L (Mittelwertsatz)

Dabei ist L die Lange der Kurve und ~(7) ein geeigneter Kurvenpunkt.
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Potenzreihen und elementare Funktionen
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GleichmaBige und punktweise Konvergenz BuchKap. 3
Definition

Sei (fa)nen,, mit f, : D — C fur D C C™, eine Funktionenfolge. Dann
konvergiert die Folge (fp)n.n,

@ punkiweise gegen f: D — C, falls gilt
n||—>nc1>o fn(2) = f(2), far alle z € D.
@ gleichmaBig gegen f : D — C, falls gilt

lim sup |f(x) — f(x)| = 0.

n—oo0 xeD

Definition
Wir schreiben bei einer beschrankten Funktion f : D — R

1flloc == sup [f(x)].
xeD

v
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GleichmaBige und punktweise Konvergenz g, Kap. 3

GleichmaBige Konvergenz
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GleichmaBige und punktweise Konvergenz Buch Kap. 3

Bemerkung

Aus gleichmafiger Konvergenz folgt punktweise Konvergenz. Die
Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Gegenbeispiel
Betrachte die Folge (f,)nen Stetiger Funktionen mit

f.(x) = 1—nx fir0<x<1/n,
0 fir1/n< x < 1.
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GleichmaBige und punktweise Konvergenz Buch Kap. 3

Bemerkung

Aus gleichmafiger Konvergenz folgt punktweise Konvergenz. Die
Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Gegenbeispiel
Die Folge konvergiert punkiweise gegen die unstetige Grenzfunktion

1 firx =0,
f(x)_{ 0 fur0o<x<i.

Allerdings konvergiert (f,), nicht gleichmaBig gegen f, denn es gilt

|fn — f|| =1 far alle n € N.

Analysis | July 2, 2018 110/209



GleichmaBige und punktweise Konvergenz Buch Kap. 3

Satz

Falls eine Folge (f,)n stetiger Funktionen f, : D — C, D c C™,
gleichmaBig auf D gegen f : D — C konvergiert, so ist f stetig auf D.

v

Beweis
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GleichmaBige und punktweise Konvergenz Buch Kap. 3

Satz (Majorantenkriterium von Weierstraf3)
Sei (fn)nen, eine Funktionenfolge mit f, : D — C, D ¢ C™, und gelte

fo(2)] < bpfiralleze D und > by < oo
n=0
fur eine reelle Folge (bn)nen,. Dann ist die Reihe

f(2) = fa(2), fir z € D,
n=0

gleichmaBig und absolut konvergent auf D.
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GleichmaBige und punktweise Konvergenz Buch Kap. 3

Folgerung
Sei (fp)nen, €ine Folge stetiger Funktionen mit f, : D — C, D ¢ C™, so

dass -
f(2) = fa(2), firz € D,
n=0

gleichmassig konvergiert auf D. Dann ist f stetig auf D.
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GleichmaBige und punktweise Konvergenz Buch Kap. 3

Beispiel
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Vertauschbarkeit Differentiation und Summatifyeh kap. 3

Satz

Sei (f,)n eine Folge differenzierbarer Funktionen f, : (a,b) — R, so
dass

X) :ifn(x) und g(x Zf’(x) fiir x € (a, b),
n=0

gleichmaBig konvergent auf (a, b) sind. Dann ist die Funktion f
differenzierbar auf (a, b), und es gilt f = g, d.h.

di)’( > falx Z —f,, fiir alle x € (a, b).
n=0
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Vertauschbarkeit Differentiation und Summatifyeh kap. 3

Beispiel
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Vertauschbarkeit Differentiation und Summatifyeh kap. 3

Beispiel
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Vertauschbarkeit Differentiation und Summatifyeh kap. 3

Beispiel
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Potenzreihen Buch Kap. 3

Definition
Eine Reihe der Form

f(2)=> a(z—2)"  mitas,z,zcC

hei3t (komplexe) Potenzreihe zum Entwicklungspunkt z5 € C.

Beispiel
Die (komplexe) Exponentialfunktion ist definiert durch die Potenzreihe

(o)
exp(z :Zi— zeC.
k=0

Weiterhin: Elementare Funktionen sind tiber Potenzreihen definiert:

log(z), cos(z),sin(2), ...



Taylor-Reihenentwicklung Buch Kap. 3
Betrachte fir f : R — R, f € C*°, die Taylor-Reihe

> f(k)
T(x)=>_ fi(XO)(x — xo)¥ mit xp, X € R.

k!
k=0
Bemerkungen
@ Die Taylor-Reihe einer C*>°-Funktion ist im Allgemeinen nicht
konvergent.
@ Konvergiert die Taylor-Reihe T(x), so nicht notwendigerweise
gegen f(x).
@ Falls 0
>, R (x
00 =3 00 (x g
k=0 '

so nennt man die Funktion f reell-analytisch.

v
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Taylor-Reihenentwicklung Buch Kap. 3

Beispiele

Analysis | July 2, 2018 121/209



Taylor-Reihenentwicklung Buch Kap. 3

Beispiele
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Taylor-Reihenentwicklung Buch Kap. 3

Beispiele
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Konvergenzradius einer Potenzreihe

Buch Kap. 3
Satz
Zu jeder Potenzreihe
Zak(z—zo)k mit ax, 2o,z € C
k=0
gibt es eine Zahl r > 0 mit den Eigenschaften
z—zo|<r = ) a(z-2z)" absolutkonvergent
k=0
z—z|>r = ) a(z-2z)" divergent
k=0

Die Zahl r > 0 hei3t Konvergenzradius der Potenzreihe.
Die Potenzreihe konvergiert fir alle p mit 0 < p < r auf

Ko(z0)={z€C : |z 2| <p}
sogar gleichmaBig.

Analysis |
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Konvergenzradius einer Potenzreihe Buch Kap.

Satz (Die Formel von Cauchy-Hadamard)
Den Konvergenzradius r > 0 einer Potenzreihe

00
Z ak(z = Zo)k mit ax,2p,2 € C
k=0

kann man mit der Formel von Cauchy-Hadamard berechnen:

1
r=——— .
lim sup {/|ax|

k—o0
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Konvergenzradius einer Potenzreihe Buch Kap. 3

Beispiel
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Konvergenzradius einer Potenzreihe Buch Kap. 3

Beispiel
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Konvergenzradius einer Potenzreihe Buch Kap. 3

Beispiel
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Konvergenzradius einer Potenzreihe Buch Kap. 3
Satz

(o.0]
Fir eine Potenzreihe >~ ax(z — 20)* gelten folgende Aussagen.
k=0
(a) Falls einer der beiden Grenzwerte
. . ag
r=Ilim —— oder r= lim
k—oo & |a| k—o0 | k41

existiert (oder falls r = o), so stimmt dieser Grenzwert mit dem
Konvergenzradius der Potenzreihe Gberein.

(b) Differenziert man die Potenzreihe, so erhalt man wiederum eine
Potenzreihe,

fl(z) = ack(z— z) ",
pa

deren Konvergenzradius mit dem Konvergenzradius r der
Ausgangsreihe Ubereinstimmt, auch im Fall r = 0 oder r = co.

v
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Konvergenzradius einer Potenzreihe Buch Kap. 3

Beispiel
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Potenzreihen

Buch Kap. 3

Beispiele
Aus der Differentiation der geometrischen Relhe — = Zz ergibt
sich:

1 o gkt 2 3 -
=27 = kzz;kz =14+2z+32°+4z°+... far |z| < 1

LI 1ik(k—nzk—?:l(2+6z+12z2+ )fi]r|z|<
(1-2)3 2 P 2

v

Analysis | July 2, 2018 131/209



Potenzreihen Buch Kap. 3
Bemerkung

Die integrierte Potenzreihe

= a
C+Zkf1(z—zo)k+1
k=0

besitzt den gleichen Konvergenzradius wie die Potenzreihe

o
> a(z - z0)*.
k=0

Analysis |
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Potenzreihen

Buch Kap. 3
Beispiel

Integration der Potenzreihe

1 [o¢]
=> (-Nf* fir |zl <1,
14z prd

liefert eine Potenzreihenentwicklung der Logarithmusfunktion

o~ (1)
log(1+x) = s Xkt
k=0

fir —1 < x < 1.
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Potenzreihen

Weitere Anwendung
Integration der Potenzreihe

d = k 2k
o retan(x) = e _;0(—1) X

liefert Potenzreihenentwicklung

X2k+1

arctan(x) = i (-1)"
= 2k + 1

Buch Kap.

far —1 <x < 1

fir —1 <x < 1.

Analysis |

July 2, 2018

134/209




Potenzreihen Buch Kap. 3

Bemerkungen
@ Eine Potenzreihe ist innerhalb ihres Konvergenzkreises K;(zp)
stetig.
@ Reelle Potenzreihen sind C*°-Funktionen auf (xo — r, xo + r).
@ Eine reelle Potenzreihe stimmt mit einer Taylor-Reihe Uberein:

> (k)
f(x) = Zf k(lx(’)(x—xo)k fir |x — Xxo| < r
k=0
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Identitatssatz und Abelscher Grenzwertsatz gych Kap. 3

Identitatssatz und Abelscher Grenzwertsatz
@ |dentitatssatz flir Potenzreihen: Sind

(0.] [o.¢]
D a(x —x0)* und > be(x — x0)"
k=0 k=0
reelle Potenzreihen, die in einem Intervall (xg — €, xo + ¢) die
gleiche Funktion darstellen, so gilt
ax = bk fur alle k > 0.
@ Abelscher Grenzwertsatz: Reelle Potenzreihen der Form

)= a(x — x0)"
k=0

sind Uberall dort stetig, wo sie konvergieren, insbesondere in den
Randpunkten ihres Konvergenzintervalls.
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Identitatssatz und Abelscher Grenzwertsatz gych Kap. 3

Beispiel
Die Reihe

[e e

+1

log(1 + x) = for —1 <x <1

konvergiert auch fir x = +1. Somit ist nach dem Abelschen
Grenzwertsatz insbesondere die Gleichung

log(1+1)=>_ k_+1 kg

July 2, 2018
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Rechenregeln flr Potenzreihen

Satz
Seien

Buch Kap. 3

f(z) = i axzd und g(z Z by z"
k=0

Potenzreihen mit den Konvergenzradien r; > 0 und r. > 0. Dann gilt:

(a) f(2)+9(2) = > (ak + bi)Z", fir |z| < min(rq, r2);
k=0
(b) A-f(z) = Z A z¥, fir |z] < ry und mit A € C;

(c) Cauchy-Produkt fiir Potenzreihen

f(2)-9(z Z (Z agby_ g) : fiir |z| < min(ry, r2).

k=0

v
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Rechenregeln fur Potenzreihen Buch Kap. 3

Beispiele
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Rechenregeln fur Potenzreihen Buch Kap. 3

Beispiele
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Sinus und Kosinus

Definition
sin, cos : C — C mit

ce Z2n—|—1

sin(z) = Z(—n"m, cos(z) =

n=0

Buch Kap. 3

Satz:
Es qilt fur alle z € C:

sin(z) = % - (exp(iz) — exp(—iz)),

cos(z) = % - (exp(iz) 4 exp(—iz)).

Daher qilt fur alle x € R die Eulersche Formel:

exp(ix) = cos(x)+isin(x), cos(x) = Re(exp(ix)),

sin(x) = Im(exp(iX))J.

Analysis |
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Sinus und Kosinus
Warum?

Buch Kap. 3

. - i . oA
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Sinus und Kosinus
Warum?

Buch Kap. 3
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Sinus und Kosinus

sin” -+ cos?

Buch Kap. 3

. - i . oA
Analysis |



Sinus und Kosinus

Additionstheoreme

Buch Kap. 3

o = = = DA
Analysis |



Sinus und Kosinus

Additionstheoreme

Buch Kap. 3

o = = = DA
Analysis |



Was ist 77 Buch Kap. 3

Satz + Definition

Die Funktion cos : R — R ist streng monoton fallend auf [0, 2] mit
cos(0) =1 > 0 und cos(2) < 0. Daher hat cos eine Nullstelle zwischen
0 und 2. Diese nennen wir /2.

Weiter ist sin = — cos’ nichtnegativ auf [0, 2]. Daher gibt es genau eine
die Nullstelle zwischen 0 und 2.

Folgerungen

v
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Sinus und Kosinus Buch Kap. 3

Zusammenhang zu hyperbolischen Funktionen
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Sinus und Kosinus Buch Kap. 3

... ein bisschen Mechanik
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Sinus und Kosinus Buch Kap. 3

... ein bisschen Mechanik
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Sinus und Kosinus Buch Kap. 3

... ein bisschen Mechanik
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Sinus und Kosinus Buch Kap. 3

... ein bisschen Mechanik
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Sinus und Kosinus

... ein bisschen Strom

Buch Kap. 3

o = = = DA
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Sinus und Kosinus
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Periodische Funktionen und Fourier-Reihen
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FOURIER-Reihen Buch Kap. 3.9

Definition 3.17:(periodische Funktion)
Eine Funktion f : R — R, welche

f(x + T) = f(x)

fur alle x € R erfullt, heit periodisch mit Periode T > 0. Das kleinste
solche T, heiBt die Minimalperiode oder auch primitive Periode von f.

v

Bemerkung
Ist f T—periodisch und integrierbar (Uber endlichen Intervallen), so gilt

/on(t) dt = /:+Tf(t) dt

fir beliebige a € R.
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FOURIER-Reihen

Buch Kap. 3.9
f(x)
T «T -1
. L . |
xO—L x0 xo+L x0+2L X
-L 0 L

Abbildung 3.20: L-periodische Funktion mit Periodizitatsintervallen
[Xo + kT, X0+ (k+1)T), xo € R
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FOURIER-Reihen

Buch Kap. 3.9
Ziel
Entwicklung einer periodischen Funktion f in eine Fourier-Reihe

f(t) = % + 3 lak cos(kwt) + by sin(kwt)]
k=1

Grundschwingungen: cos(wt), sin(wt)

Oberschwingungen: cos(kwt), sin(kwt), k = 2,3, ...
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FOURIER-Reihen Buch Kap. 3.9
Bemerkungen

@ Eine Reihe der Form

f(t) = %+Z [ax cos(kwt) + besin(kwt)]  mit ax, bx € R (oder
k=1

heisst Fourier-Reihe. Dabei sei

w:277r>0.

@ Die zugehdrigen Partialsummen

n
£.(t) = %Jrz [ak cos(kwt) + bysin(kwt)] it ax, by € R (oder
k=1

der Fourier-Reihe f(t) hei3en trigonometrische Polynome vom
Grad n.
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FOURIER-Reihen

Buch Kap. 3.9
Komplexe Schreibweise der Fourier-Reihe
@ Es gilt
_ 1 ix —ix : _ 1 X a—ix
cos(x) = 5 (e +e ) und  sin(x) = i (e e )

@ Damit gilt fir die trigonometrischen Polynome

fn(t) = % = i [ak cos(kwt) + by sin(kwt)]
k=1

n
_ QD 8k ( Likwt —ikwt) by ( kot —ikwt)
= 2t [ > (et o (e

n o g

a ak — bk ikt | Bk + 1Bk ikt

= = - "¢ - "¢
2 +;[ > T2

v
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FOURIER-Reihen Buch Kap. 3.9

Komplexe Schreibweise der Fourier-Reihe
@ Somit kann man die trigonometrischen Polynome schreiben als

n
= Y we"™t  firteR
k=—n
mit den Koeffizienten

Y0 = %ao, Y = 3(ak — ibk), vk = 5(ak + ibx),

womit gilt ay =270, @k =k + 7k bk = i(% — 7-k)-
@ Fir die Darstellung der Fourier-Reihe bekommt man somit

lkwt ikwt ikwt o
_nl'_,”;oZ'Vke 276 => e fir t € R.

k=—n k=—o0 KeZ

v
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FOURIER-Reihen

Buch Kap. 3.9

Wichtigste Fragen
@ Wie komme ich an die Koeffizienten ran?

@ (Wann) konvergiert die Fourier-Reihe (punktweise oder
gleichmanig)?
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Orthonormalitat der Basisfunktionen Buch Kap. 3.9

Satz

Die Funktionen e*“! k € 7, w = 2r /T, bilden ein Orthonormalsystem
bezlglich des Skalarprodukts

.
(u,v) := lT/o u(t)v(t) dt.

Beweis

v
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Berechnung der Fourier-Koeffizienten Buch Kap. 3.9

Satz
Konvergiert die Fourier-Reihe

n
; T ikwt
A, )= fim, > we
=—n

auf [0, T] gleichmaBig gegen eine Funktion f, so ist f stetig und es gilt:

1 /T ,
Yk = 7/ f(t)e "kt dt fir k € Z.
0

Beweis
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Berechnung der Fourier-Koeffizienten Buch Kap

Fourier-Koeffizienten in R

-
/ cos(kwt) cos({wt) dt
0
-
/ sin(Kkwt) sin(fwt) dt
0
.
/ sin(kwt) cos(wt) dit
0

ak

by

e ILSEESTRN)

i
"

k0
k=040
k=0=0

k¢
k=£+£0

) cos(kwt)dt furk >0

t)sin(kwt)dt furk >0

. 3.9
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Berechnung der Fourier-Koeffizienten Buch Kap

Fourier-Koeffizienten in R

-
/ cos(kwt) cos({wt) dt
0
-
/ sin(Kkwt) sin(fwt) dt
0
.
/ sin(kwt) cos(wt) dit
0

ak

by

e ILSEESTRN)

i
"

k0
k=040
k=0=0

k¢
k=£+£0

) cos(kwt)dt furk >0

t)sin(kwt)dt furk >0

. 3.9
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Berechnung der Fourier-Koeffizienten Buch Kap. 3.9
Definition

Fur eine integrierbare Funktion f : [0, T] — C werden die
Fourier-Koeffizienten von f(t) definiert durch

T .
e ;:l/ (e tdt  firk ez
T Jo

Dabei ist w = 27/ T die Kreisfrequenz.
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Berechnung der Fourier-Koeffizienten Buch Kap. 3.9
Bemerkung
Mit den (komplexen) Fourier-Koeffizienten v, bekommt man die

(reellen) Fourier-Koeffizienten

ax = / ) cos(kwt) dt firk >0

be = ?/ f(t)sin(kwt)dt  firk >0
0

Definition
Die mit den Fourier-Koeffizienten gebildete Reihe

o0 o0
t) = Z ket = % 4= Z[ak cos(kwt) + by sin(kwt)]
k=1

k=—o0

hei3t die Fourier-Reihe von f(t).




Berechnung der Fourier-Koeffizienten Buch Kap. 3.9

Beispiel
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Berechnung der Fourier-Koeffizienten Buch Kap. 3.9

Beispiel
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Berechnung der Fourier-Koeffizienten

Eigenschaften der Fourier-Koeffizienten

Wenn
o f(t)=f(—t)VxeR,danngilt by =0Vk € N
o —f(t)=1f(—-t)VxeR,danngiltax =0vVk e N

e f(t)=—f(t+ T/2) Vx € R, dann gilt
ak—bk—OVke{0246 }

Buch Kap. 3.9

(gerade)
(ungerade)

(Halbwellensymmetrie)
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Berechnung der Fourier-Koeffizienten Buch Kap. 3.9

Beispiel
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Berechnung der Fourier-Koeffizienten Buch Kap. 3.9

Beispiel
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Fourier-Koeffizienten
Beispiel

Buch Kap. 3.9
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Fourier-Reihen Buch Kap. 3.9

Definition 3.19 (stlckweise glatte Funktion)

Eine auf einem Intervall / definierte Funktion f heif3t stiickweise glatt,
wenn gilt:

a) fist stetig differenzierbar, ausgenommen auf einer Menge von
Punkten, die sich in / nirgends haufen.

b) In diesen Ausnahmepunkten t; existieren die rechts- und

linksseitigen Grenzwerte f(t; + 0) und f(t; — 0) sowie f'({; + 0) und
f'(t; — 0).

c) In allen Punkten t; ist der Funktionswert f(t;) das arithmetische
Mittel der einseitigen Grenzwerte

f(t) = %(f(t,- +0)+ f(t; — 0)) .

Analysis |
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Fourier-Reihen Buch Kap. 3.9

fx)

Abbildung 3.21: Stiickweise glatte Funktion
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Konvergenz von Fourier-Reihen Buch Kap. 3.9

Satz 3.29: (Konvergenz von FOURIER-Reihen)

Ist f: R — R eine T-periodische, stiickweise glatte Funktion (s. Def.
3.19 und Abb. 3.21), so konvergiert inre FOURIER-Reihe

@ punktweise gegen f.

@ In jedem abgeschlossenen Intervall ohne Unstetigkeitsstellen von
f ist die Konvergenz gleichmafig.

@ An Unstetigkeitsstellen konvergiert die Fourierreihe gegen das
arithmetische Mittel aus links- und rechtsseitigen Grenzwert.
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Fourier-Koeffizienten
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Konvergenz von Fourier-Reihen Buch Kap. 3.9

Definition

Sei f : R — C eine Funktion und / = [a, b] C R ein Intervall. Dann heif3t
f quadratisch integrierbar auf /, wenn das Integral

/ ’ ()0

existiert und konvergiert.
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Konvergenz von Fourier-Reihen Buch Kap. 3.9

Satz 3.30: (BEssELsche Ungleichung)

Fir alle T-periodischen und auf [0, T] quadratisch integrierbaren
Funktionen f : R — C qilt fir alle n € N die Besselsche Ungleichung

a2 n 2 T
D13 @+ ) < ?/0 (1) dt
k=1

Dabei sind ay, by die FOURIER-Koeffizienten von f.

Fir n — oo ergibt sich fir quadratisch integrierbare Funktionen sogar
die Parseval’sche Gleichung

(e}

2
0 2 2
?-1'/;_1 ak-l—b / f<(
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Konvergenz von Fourier-Reihen Buch Kap. 3.9

Satz 3.31: (punktweise und gleichmafige Konvergenz)

Ist f eine stetige, stlickweise glatte Funktion der Periode T, so
konvergiert ihnre FOURIER-Reihe gleichmafBig und absolut gegen f. Flr

ihre FOURIER-Koeffizienten ay, by folgt auBerdem die Konvergenz der
Reihen

(0.0 o
dlad, > Ibkl-
k=1 pa
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Konvergenz von Fourier-Reihen Buch Kap. 3.9

Satz 3.33: (Approximation im quadratischen Mittel)

Sei m € N vorgegeben. Der quadratische Fehler der Approximation
einer beschrankten, T-periodischen Funktion f durch ein
trigonometrisches Polynom der Form sy, in der Lo-Norm, d.h.

11~ snl =1 [ (1)~ sn(0)f

wird genau dann minimal, wenn die Koeffizienten a; und
ax, bx, k=1,2,... gerade die FOURIER-Koeffizienten der Funktion f
sind. Fur den Fehler gilt

m

T as
IF=smlf =7 [ f02ct— (R + > + 7).

k=1
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Konvergenz von Fourier-Reihen Buch Kap. 3.9

Abbildung 3.28-3.29: Approximation von e! auf [0, 1] durch
trigonometrische Polynome bis zum Grade 5 (links) und mit Grad 50
(rechts)
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Konvergenz von Fourier-Reihen Buch Kap. 3.9

Satz 3.34: (gliedweise Integration einer FOURIER-Reihe)

Eine punktweise konvergente FOURIER-Reihe kann man gliedweise
integrieren und es gilt

/ f(r dT——t-l-Z[—sm kwt)—;:—cos(kwt)] iﬁ.
k=1
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Konvergenz von Fourier-Reihen Buch Kap. 3.9

Satz 3.34: (gliedweise Integration einer FOURIER-Reihe)
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Konvergenz von Fourier-Reihen Buch Kap. 3.9

Satz 3.35: (gliedweise Differentiation einer FOURIER-Reihe)
Eine punktweise konvergente FOURIER-Reihe kann man im
Allgemeinen nicht gliedweise differenzieren. Eine gliedweise
Differentiation ist nur mdéglich, wenn die Ableitungsreihe konvergent ist.
Dann gilt

(e.9]

%f(t) = Z —aykw sin(kwt) + bxkw cos(kwt).
k=1
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Konvergenz von Fourier-Reihen Buch Kap. 3.9

Satz 3.35: (gliedweise Differentiation einer FOURIER-Reihe)
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Interpolation Buch Kap. 2.17

Problemstellung

Gegeben: Diskrete Werte einer Funktion f : R — R an n+ 1
Stltzstellen

Xo < Xq1 <...<Xp.
Eingabedaten: (xo, fo), (x1,f),--- , (Xn, fn).

\
N

Gegebene Daten (x;, ;).

v
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Interpolation Buch Kap. 2.17

Problemstellung
Gesucht: Simple Funktion p: R — R, die die Daten interpoliert, d.h.

p(x;) = f; faralle i=0,1,...,n,

z.B.: p Polynom, trigonometrisches Polynom, rationale Funktion.

Fragen
@ Gibt es so ein p? Falls ja, ist p eindeutig?
@ Wie sieht die Lésung p aus und wie berechnet man p?
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Interpolation

Klassische Polynom-Interpolation

Bestimme ein Polynom (héchstens) n-ten Grades

Pn(X) = ay + a1 x + axx® + ... + apx",

das die gegebenen Daten interpoliert, so dass pn(xj) = f;, 0 < i < n.

Buch Kap. 2.17

v

Erster Losungsansatz:

Die Interpolationsbedingungen ergeben lineares System

ap + aixo + axg + ...+ apx§
do + a1 X1 +agx12+...+anx1”

ap + aiXn+ axx2 + ...+ apx”

fo
fi

fn

V.
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Interpolation Buch Kap. 2.17

Klassische Polynom-Interpolation (Beispiel)
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Interpolation Buch Kap. 2.17

Klassische Polynom-Interpolation (Beispiel)
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Interpolation Buch Kap. 2.17
Klassische Polynom-Interpolation

Die Koeffizientenmatrix des linearen Systems

1 X0 Xg 500 Xé7 ap fo
1T x x2 ... X ay fi
. . . . . = )
1 X x2 ... XJ an fa

kurz V - a = f, hei3t Vandermonde-Matrix.

Satz
Fur die Determinante der Vandermonde-Matrix V = V(xo,. .., Xn) gilt

det(V) =[] (x—x).

0<i<j<n

v
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Existenz und Eindeutigkeit der Polynom-Idgdiprigtinn

Folgerung

Falls Stltzstellen xo, .. ., X, paarweise verschieden, so ist V eine
invertierbare Matrix. |

Satz
Zu paarweise verschiedenen Stiitzstellen

X ={X0,X1,...,Xn} CR

und Funktionswerten
fo.fi....,[heR

gibt es genau ein interpolierendes Polynom p, vom Hoéchstgrad n mit

pn(Xx;) = f; fralle0 <i<n.
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Interpolation Buch Kap. 2.17

Klassische Polynom-Interpolation (Beispiel)
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Interpolation

Lagrange-Darstellung
Definiere Lagrange-Polynome

Li(x) = (X=X0) - .. (X = X1) - (X = Xj31) ... - (X — Xn)
T =) o (= X1) - (= ) - (= x0)
n
- X% fro<j<n
io Xi — Xi
i

Dann ist L; ein Polynom vom Grad n, und es gilt

1 furi=j " -
L/(x,)_{0 filr i  j faro0 <i,j<n.

Buch Kap. 2.17
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Interpolation Buch Kap. 2.17

Lésung mit der Lagrange-Darstellung
Die Interpolationsaufgabe

pn(Xxi) = f; firalle0 <i<n

wird geldst durch das (eindeutige) Polynom

n

Pn(X) = foLo(X) + ...+ faln(x) = Y _ Li(X).
i=0

Die obige Darstellung von p, heif3t Lagrange-Darstellung.
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Interpolation Buch Kap. 2.17

Lagrange-Darstellung (Beispiel)
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Interpolation Buch Kap. 2.17

Lagrange-Darstellung (Beispiel)
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Interpolation Buch Kap. 2.17

Lagrange-Darstellung (Beispiel)
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