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Anwendungen der Integralrechnung
Beispiel:

Durch Integration kann fiir eine gegebene Funktion

f:la,b) = IRT
die Fliche, die sich im Intervall [a,b] zwischen dem

Funktionsgraphen und der z-Achse befindet, berechnet
werden.

2 3 I 5

Bild Funktionsgraph f(z) = (x —3)°+3, =z € [2,4]
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Beispiel:

Durch Integration kann die Léange einer Kurve zwischen
zwel Punkten berechnet werden.

Bild archimedische Spirale mit 3.5 Umlaufen
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Definition

Gegeben sei die Funktion

f:la,b] - R
und die differenzierbare Funktion
F :la,b] — R.

Man nennt man F' Stammfunktion von f,
wenn gilt

F'=f.
Ist F' eine Stammfunktion von f, dann heifit
/f(fl?)diﬁ =F+C, Cel, C=const.

unbestimmtes Integral von f. Die Funktion f heif3t
Integrand und C' Integrationskonstante.

Bemerkungen:

1. Jedes unbestimmte Integral ist wieder Stammifunk-
tion von f.

(/f d:c) (F+C) = F = f

2. Wenn man ein Funktion integriert, so sucht man
nach ihrer Stammfunktion.
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Wie integriert man?

Durch Differenzieren elementar bekannter Funktionen
sind die Stammfunktionen dieser berechneten Ableitun-
gen bekannt.

Mit Hilfe von Integrationsregeln konnen dann fiir
weitere Funktionen, die sich aus Funktionen mit be-
kannten Stammfunktionen zusammensetzen, Stammfunk-
tionen berechnet werden.

Beispiel:

Flx)=2" = Fl(x)=32*= f(z)

oder umgekehrt

f(z)=32" = /Bxde =17+ C = F(z)
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Beispiel:

SIn“ x

F(x) = = F'(z)=sinzcosz = f(x)

oder umgekehrt

sin? z

2

f(x) =sinzcosx = /Sinxcosxdx = +C' = F(x)
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Beispiel:
/p(x)da:' =2t — 42?4+ O
Bemerkungen:

e Die Stammifunktion ist bis auf eine Integrationskon-
stante C' eindeutig bestimmt. F} und F5 seien zwei
beliebige Stammfunktionen von f

(F\— B =F—-Fy=f—f=0=F-F=C.
e Die Ableitung einer Stammfunktion zu f ist f selbst.
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Tabelle einiger Stammfunktionen:

Flz)=[ flx)de+C, C€R

sinhz + C

a ax + C, a € R
9
T
T —+C
2
CCoz—l—l
x® +C, a € IR\{-1
o+ 1 -1}
e’ et +(C
1
- Injz|+C
T
Sin x —cosx +C
COS I sinz + C
tan x —In|cosx|+ C
1
T2 arctanx + C
T
! mx + C
— arcsin x
V1 — 2?2
sinh x coshx + C
cosh x
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Integrationsregeln
Satz: (Linearitdt des unbestimmten Integrals)

Fir f, g : |a,b] = IR seien Stammfunktionen bekannt.

Mit den Konstanten «, 5 € IR gilt dann

/ af(z) + By(x) de

= oz/f(a:)derﬁ/g(az)daerC, a, B €R.

Bewels:

Mit der Linearitdat der Ableitung erhélt man

(/f da:+6/ d:p+C)
o ([ sas) o (fotoroe)

= af(x) + Bg(x) .
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Beispiel:
/4x—381nxda:
= 4/ a:da:—?)/sinxda:
72
= 4-?4—30081’4—0
= 22 4+ 3cosz + C = F(x)
Probe:

F'(z) = (22° +3cosx + C) = 2(z*) + 3(cos z)’

—4x — 3sinx
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Beispiel:
3 4
—d
/1—|—$2+x *
1 1
= 3/ d:z:—|—4/ —dx
1+ 2 X
= 3arctanz +4In|z| + C = F(x)
Probe:

F'(x) = (3arctanz + 41n |z| + C)’

= 3(arctan x) + 4(In |z])’

3 4
1422
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Substitutionsregel

Die Funktion
g:la,0] = le,d
t — x=g(t)
sei stetig differenzierbar und die stetige Funktion
f:le,d] - R
z — f(z)

besitze die Stammfunktion F'(z), dann ergibt sich aus
der Kettenregel:

/f(:v)dx: F(x)+C=F(g(t)+C= /



12 K.Rothe, Notizen zur Vorlesung 1, Analysis II, SoSe 2017
Satz: (Substitutionsregel)

Sei f stetig auf dem Intervall |a, 0]

und g stetig differenzierbar auf dem Intervall |c, d]
und es existiere die Umkehrfunktion ¢t zu g,
dann gilt mit der Substitution x = ¢g(t) und der

d
Merkregel: d_j =¢'(t) < dr=4'(t)dt

L. /f(g(t))g’(t) dt = /f dr , Substitution

— )+ C, Stammfunktion

= F(g(t)) +C, Riicksubstitution

2. /f(:v) de = /f(g(t))g’(t) dt, Substitution

— F(t)+C, Stammfunktion
= F(g7Yz))+C, Riicksubstitution

= F(z)+C
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/ costsin’t dt

Substitution x =sint — dx = costdt

Beispiel

/ costsin’t dt = / (sint)*(cost dt)

— / z? dr, Substitution

3

x
— B + C', Stammfunktion
sin® ¢ L
= = + C', Riicksubstitution

alternativ, wenn man die Ableitung ¢'(¢) nicht erkennt:

Substitution z =sint — dt=——

d
/costsinztdt = /(Cost) 22

cost
= /SCQdiU
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Beispiel

Substitution = =g(t) — dx=g(t)dt

gl(t) = lx:naz — n
/g@dﬁ_/xd Inlz|+C=In|g(t)+C

Beispiel

Gt
/ it
3 +5

Substitution z=t+5 — dx = 3tdt

6t 32 1
dt = 2 dt = 2 —dx
tB3+5 t3+5 x

= 2In|z|+C =2In|t3+5|+C
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Beispiel

Berechnet werden soll fiir ¢ > 0:

/ (1ntt)2 "

1
Substitution z=Int — dz= ;dt

Int)? 1 1
/(nt) dt:/xzdx:§x3—|—C':§(1nt)3—l—C

t

Beispiel

/ e cost dt

Substitution x =sint — dx = costdt

/eSintcostdt = / e’ dx

— 6x+czesint+c
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Beispiel

/ 1
—dx
V1 — 22
Losung:
Additionstheorem: cos?t + sin®t = 1
. v (0 .o ) ) )
Fir —3 <t< B existiert die Umkehrfunktion zu sin

r=-snt <« t=arcsinx.

Dann gilt: cost >0 = cost = \/1 —sin®t

Substitution x =sint — dx = costdt

/ L / : ¢t
———dx COS
V1 — a2 V1 —sin?t

- [a

—t+C

= arcsinx + C
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Partielle Integration

Satz: (partielle Integrationsregel)
Fiir stetig differenzierbare Funktionen

u,v : a,b] - IR

Bewelis:

Integration der Produktregel ergibt:
w(z)o(z) + C = / (u(z)o(z) + C) da
_ / W (2)o(x) + ulz)o(z) da
_ / o (2)o() de + / w(@)v(z) dz
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Beispiel

/ajexda:: /:c-exdaj,

setze u=ux, v =e¢*

= u=1,v=¢"

= x-ex—/ 1-e"dx +C

=ze'—e"+C=(x—1)e"+C

Beispiel

/xsinxdx = /az-sinazdaz

setze u=ux, v =sinx

= u=1,v=—cosz

— x.<—cosx>—/ |- (—cosz)dr + C

= —xcosx +sinx +C
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mehrmalige partielle Intergation

/ 3e” dx

erste partielle Integration:

setze u=2a%, v =¢€"

= u=3% v=e"
3 x 2
x’e —/3:156 dr + C

zweite partielle Integration:
setze u =3z%, v =¢€*
= u =6z, v=e¢"

et — (3:1:2 T — /6:665” d:z:) +C

dritte partielle Integration:
setze u=6x, v =e*
= u =6, v=¢"

e’ — 3r%e” + 6re — /66"@ dx + C

(2° — 32% + 62 — 6)e” + C
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kiinstliches Einfiigen der 1

/1nxda::/1-lnajd:p

partielle Integration,

setze =1, v=Inz

1
= u=ux,0V =-—
T

1
= xlnaj—/xo—dx—l—c

T
= xlnx—/ ldx +C
= zhe —x+C

= z(lnzx—1)+C
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partielle Integration wieder umkehren

/ v?sinz dr erste partielle Integration:

setze uw =%, v =sinzw

= U =2r,v=—cosx

— 2°(—cosx) — / 2z(—cosx) dr + C

zweite partielle Integration:

setze U =2x, v = —cosx

= u=2a2,v =sinx

= 2°(—cosx) — (2°(— cos x)
—/ rsinx dx) + C

:/£C2SiDCEdCI?—|—C = (C =0

Ergebnis:
Partielle Integration wurde riickgéngig gemacht.



22 K.Rothe, Notizen zur Vorlesung 1, Analysis II, SoSe 2017

vergebliche partielle Integration

/Sin2xdx = /sinx-sin:z:da:

erste partielle Integration:
setze w=sinzr, v =sinx
= u =cosx, v=—coszw

= sinz(—cosx) — /cos x(—cosx) dr + C

— _Sin;ccosgc+/cosxcosxdx+0

zweite partielle Integration:
setze w =cosx, v =cosx

= U =—snz, v=-sinx

= —SINZLCOSX + cosxsing
—/ —sinzxsinz dx + C

:/sinxsinxda:+0 = (C =0

= /Sin2 T dx
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Integral taucht rechts wieder auf

/siandw = /sinx-sinxdx

partielle Integration:
setze w=sinz, v =sinx
= U =cosx, v=—Cosx

- —Sinxcosx—/ cosx(—cosx) dx + C
— —sinxcosx+/ cos’ x dx + O

Additionstheorem verwenden:
cos?x +sin®x = 1
=  coslz=1—sin’z

— —SinICOSI—F/ 1—Sin233d£13—|—é

= —Sinxcosx+x—/sin2xdx+0

= Z/SinzdeE:—SiHLUCOSLU—i—CE—Fé

1
:>/ sin® & dx = 5(33—811’11’0081’) +C
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nicht die Integrationkonstante vergessen!

/tan:vdx = /sin$-coslxdw

partielle Integration:
setze u =sinx, v=-cos 'z
= wu=—cosz, vV =sinzcos’x

— _cosxcoslaj—l—/ sinxcos_lxdw
— _1+/tanacd:13

= 0= -1

Dies ist natiirlich falsch.

Es fehlte die Integrationskonstante:

/tanazdaz = ...

= —1+/tana:da:+0

= 0=-1+C = (=1

Partielle Integration fithrt hier nicht zum Ziel.



