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Erinnerung

Obersumme/Untessumme

Sei My = Sygre, ) Fi0) und 1 = 0l gy, e S1). -
Dann bildet man baw. 10 Rechtack Y|
mit Flich=ninhaiten Acx; - *
Damit ehiilt man

3)
baw. Ay

8iZ) =Y Mz, Obersumme,

si2)= 3

e

Untersumme

amx, x x, x, x, b=x
ven f beziglich Z. errETa e

Riemannsche Sunmne:
Sei & C oy .o, baiehig im Irtervall s — a0 il o,

Rizi= Y. fi&

be 3t Remanreche Summe bezuglich der Zedegung 2.

Satz: (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

Ist F' Stammfunktion einer stetigen Funktion f: T — R auf dem Intenvall T.

Dann gilt fur beliehige a.b < J

/

(11 dt = Fib)— Fia) = x|

Oberintegral /Oberintogral:

Fiir feiner werdende Zerlegungen 7 ist klar. dass die Obessumme klziner and die
Untersumme grofer wird.

Daher

Iy —inf &
i~ is

Oberintzgral
iy supspiZ),  Unterintegra
z

von { beziiglich Z.

Definition: (Riemannsches Integral)
Sei f : [a,b] -+ R beschrankte Funktion. Dann heit f Riemann-integrierbar, falls
=1y

Der gemeinsame Grenzwert wird bestimmtes Riemannsches Integral von f tber [a, &
genannt

b
I= / flx) da.
a
o a heiBt untere, b obere Integrationsgrenze,
o [a.b] heiBt Integrationsintervall,
o & heiBt Integrationsvariable,

o f(x) heiBt Integrand.



Obersumme/Untersumme:

Sei M; = sup,ciy, .z, f(®) und m; = infocip, | 2, f(2).
Dann bildet man tber [z;_1, ;] oberes bzw. ~res Rechteck
mit Flacheninhalten Axz; - M; bzw. Axz; - m,;.

Damit erhalt man

S¢(Z) = Z M;Az; Obersumme,

1=1:n

sf(Z) = Z m;Ax; Untersumme

1=1:n

von f bezuglich Z.

Riemannsche Summe:

=

f(x)

N

01

Sei &; € [r;_1,x;| beliebig im Intervall, i = 1 : n, so gilt m; < f(&) < M;.

R(Z)= ) f(&)Ax;

1=1:n

heiBt Riemannsche Summe bezuglich der Zerlegung Z.

<V



Oberintegral /Oberintegral:

Fur feiner werdende Zerlegungen Z ist klar, dass die Obersumme kleiner und die
Untersumme groBer wird.
Daher

Iy = iIZlf S¢(Z), Oberintegral

I, = Sl;p sf(Z), Unterintegral

von f bezuglich Z.



Definition: (Riemannsches Integral)
Sei f : [a,b] — R beschrankte Funktion. Dann heiBt f Riemann-integrierbar, falls

Der gemeinsame Grenzwert wird bestimmtes Riemannsches Integral von f liber [a, b]
genannt:

I:/abf(x) iz,

e a heillt untere, b obere Integrationsgrenze,
e [a,b] heiBt Integrationsintervall,
e z heiBt Integrationsvariable,

e f(x) heiBt Integrand.



Satz: (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist /' Stammfunktion einer stetigen Funktion f : I — R auf dem Intervall 1.
Dann gilt fur beliebige a,b € 1

| 1) dt=F ) - Fa) = Fa)L.



Numerische Integration
Trapezregel

Beobachtung,: fix)
Bisherigre Ansatz zur Liming des Integrals [* fix) de

 Finds Stammlurkton ¥ i)

o Baachne [} 7] de = F(N Fis

Frngen

© V2 N, men nbekannr st!

» Yiss tun. wen icht sifach aigrweetie weeden bianen?

© Y3z wn. wene § nicht 3z Funiion gegzben ist?

[ a=x, b=x_ x
Beispiel
§ kénnte in Form dishrete Berechnungsidee
) ) ) Flicacnirhalt _odes Abschnttes (1he x Breite]
Idee: numerische Berechnung 22 St A

Trapezregel:
Sei @ =1y < 11 < --+ < x, = b eine Unterteilung des Intervalls a, b] und seien
ye = [(2:), dann kann das Integral angenahert werden:

ff(x)d;rzz

=1

Trapezregel fiir Squidistante Te
It [o,8] curch iy — a4 khmich—* “uno k — 0.1, w 3quid stant getailt,
so erhole man die sunenierie Tropesrsge! in der Farm

. ‘1
: ﬁsr-[,,m. Pa b e Yan

Diz Trapezregel lisfert dana den exakter We-t des Integrals, vwean
s den Vet g1, annimmt und in den Interval ion [z :




Beobachtung:
Bisheriger Ansatz zur Losung des Integrals f; f(x) dz:

e Finde Stammfunktion F'(x).
e Berechne [ f(z) dz = F(b) — F(a).
Fragen:
e Was tun, wenn F'(z) unbekannt ist?
e Was tun, wenn F'(a) bzw. F(b) nicht einfach ausgewertet werden konnen?

e Was tun, wenn f nicht als Funktion gegeben ist?

Beispiel:
f konnte in Form diskreter Messwerte gegeben sein:

(xla y1)7 (x27y2)7 I (xngyn)

ldee: numerische Berechnung



X

f(x)/\

Berechnungsidee:

Flacheninhalt jedes Abschnittes (Hohe x Breite):

($i+1 — CCz)

Yi+1 + Yi
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a=x b=x X
0 n

Berechnungsidee:
Flacheninhalt jedes Abschnittes (Hohe x Breite):

i+1 T Yi
R TR,

Trapezregel:
Sei a =29 < 1 < --- < x, = b eine Unterteilung des Intervalls [a,b] und seien
y; = f(x;), dann kann das Integral angenahert werden:

/ f Z yz—l + yz T; — xi—l)

O



Trapezregel fur aquidistante Teilung:
Ist [a,b] durch zx = a + kh mit h = b_Ta und £k = 0,1,...,n aquidistant geteilt,
so erhalt man die summierte Trapezregel in der Form

b
1 1
/ f(z) dw%h(5y0+y1+yz+---+yn_1+5%)

Bemerkung: Die Trapezregel liefert dann den exakten Wert des Integrals, wenn
f(x) in xp gerade den Wert y; annimmt und in den Intervallen [z;_1, ;] linear ist:

r— Ti—1

f(iI?) = Y;i—1 + (yz — yi—l)a xr € [332'_1,513@'].

L; — Lj—1



Lagrange Interpolation

Problemstellung: (Interpolationsproblem)
Sci dic Wertctabelle
Gonw gl el [EFRTRN
mit Stutzstellen @y und Werten ye gegeben (8 0.1, ).
Dann besteht das Interpolationsproblem darin, eine stetig differenzierbare Funktion
£t |7, @, — ¥ zu finden, so cass

Slesl — w0 L w

Yo
kD
T 1 f &
Ty T 2
Beispiel

o123 4 7 10 12 13 15
v 32 6 79 15 18 27 X

MATLAB

Frage: (Lagrange-Interpolation)
Gibt es eine stetig differenzierbare Funktion f, fur die gilt

f(x:) = yi,

Satz: (Lagrange-Polynom)
Das Polynom p,(z) = Z;':u L;{2)y; mit Koeffizientenpolynomen

3

Lij(z) = H 3.:71!-

€ — &
i=nagj ! o

erfiillt das Interpolationsproblem. p, () heiBt Lagrange-Polynom
L,(x) sind Produkte aus n Linearfaktoren und daher Polynome n-ten Grades.

Bemerkung:
Es gibl nur ¢in Polynom p, vom Grad rc das die Bedingungen

JEA R

far & =0, v erfill.



Problemstellung: (Interpolationsproblem)
Sei die Wertetabelle

(x07y0)7 (mh yl)a ¢ o0y (mna yn)7
mit Stitzstellen xx und Werten y;, gegeben (kK =0,1,...,n).

Dann besteht das Interpolationsproblem darin, eine stetig differenzierbare Funktion
f i [zo,xn] = R zu finden, so dass

flx;)) =y, 1=0,1,...n.

i Yy

Yo




Frage: (Lagrange-Interpolation)
Gibt es eine stetig differenzierbare Funktion f, fur die gilt

flz;))=v;, ©1=0,...,n7

O



Satz: (Lagrange-Polynom)
Das Polynom p,,(z) = >77_, Lj(x)y; mit Koeffizientenpolynomen

erfullt das Interpolationsproblem. p,(x) heiBt Lagrange-Polynom
L;(x) sind Produkte aus n Linearfaktoren und daher Polynome n-ten Grades.

Bemerkung:
Es gibt nur ein Polynom p,, vom Grad n das die Bedingungen

pn(ﬂfz) =Y

fur+=0,...,n erfullt.
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Beispiel

zz, 1 2 3 4 7 10 12 13 15

Yi 3 2 6 7 9 15 18 27 30

Lagrange interpolation
T T

Interpol.
O givenvals.
— — spline

nodes, x

I
10

15

4

MATLAB



Newton Interpolation

Vorbemerkungen: (Newton-Interpolation) Bemerkung: (Newton-Interpolation — gestaffeltes Gleichungssystem)
Wie bei der Lagrange-Interpolation: Wir erhalten ein gestaffeltes Gleichungssystem der Form:

o Wertetabelle ist gegeben: (ir;,u:), 1= 0,... .
® Gesucht ist [ : [xg, .| — R stetig differenzierbar mit f{ir;) =y w o= b
w = dytiafe =)

o Wieder scll f(xx) = p,(x) ein Polynom n-ten Grades sein ™ byt balrz Eo) | balz  mo)im il

= es ist das selbe Polynom.

Anders als bei der Lagrange-Interpolation:

W = bn b bilm, o @) b balx, o
® Ansatz: D (it — 20 P
Pulx) = bo+bi(x—xp) +bofx—x0)(x—T1 )+ A bulT —20) - (T~ Z01)
® Bestimme b;, so dass p. (&) = y:, erhalten gestaffeltes Gleichungssystem
B k (Dividierte Diffe )

)
Ist fiz:) =y (2 =0,...,0) an n + | Stiezstellen gegeben so lassen sich
Dividierte Differenzen oder auch Steigungen definieren durch:

« Dividierte Differenzen (-ter Ordnung:
Folgonung. Mt dea

it 13 Tormacn lis ach o] sdusilen,

[ =win i =0yim

by =l

« Dividierte Differenzen 1-ter Ordnung:

o [ty = % =0, .. i #

« Dividierte Differenzen r-ter Ordnung:

i Al

£ 75 TR T I

Bemerkung: Ls gilt die Symmetric-Ligenscha’s

-




Vorbemerkungen: (Newton-Interpolation)
Wie bei der Lagrange-Interpolation:

e Wertetabelle ist gegeben: (z;,¥;), i =0,...,n.
e Gesucht ist f : [xg,x,] — R stetig differenzierbar mit f(z;) = y;.

e Wieder soll f(x) = p,(x) ein Polynom n-ten Grades sein
= es ist das selbe Polynom.

Anders als bei der Lagrange-Interpolation:

e Ansatz:
pn(x) =bo+b1(x—x0)+b2(x—2x0)(x—21)+- -+ bp(T—20) - (x—2Xp—1)

e Bestimme b;, so dass p,,(x;) = y;, erhalten gestaffeltes Gleichungssystem.



Bemerkung: (Newton-Interpolation — gestaffeltes Gleichungssystem)
Wir erhalten ein gestaffeltes Gleichungssystem der Form:

Yo = bo

y1 = b+ bi(x1 — o)

Yo = b() + bl (CUQ — 33()) + bz(wz — SCO)(SUQ — 331)

Yn = bo+bi(xn —x0)+ b2(xn —x0)(Tr — 1)+ -+

bn(Tn — x0) (T, — 1) ... (T — Tr—1)



Bemerkung: (Dividierte Differenzen)
Ist f(z;) =vy; (1 =0,...,n) an n + 1 Stlitzstellen gegeben so lassen sich
Dividierte Differenzen oder auch Steigungen definieren durch:

e Dividierte Differenzen 0-ter Ordnung:

;] =vy;, 1=0,...,n.

e Dividierte Differenzen 1-ter Ordnung:

iy = L o ity
Tj — X4

e Dividierte Differenzen r-ter Ordnung:

[ZEZ'_|_1 c o CUH_,«] — [,’Ez .« o $z’+r—1]

[337;3%_{_1 . CCH_T] =

Litr — Ly
Bemerkung: Es gilt die Symmetrie-Eigenschaft

[zoxy ... 2] = [TnTpn_1...20] = [Tk, Tk, - - - Tk, |



Folgerung: Mit den Dividierten Differenzen lasst sich p,,(x) schreiben:

pn(x) = [20] + [Tox1] (T — 20) + [ToT122] (T — Z0) (X — 1) + - + [T0 . .. TY] (T — 20) - - (T — Tp—_1).

4




Numerische Integration
Simpson-Regel

Erinnerung:
ageation mit oer Trapezragel war fir f lin2ar innerhzlb des Tail nterval e
s li=1,..0 ) exakl

Ziel: Belspiel.

Genae letegratian fur komplizersene: Fanktionen {sishe Skizee)]
« Gegeben: Werietabel e 7

o Trapez Regel:

1t 2 3 4 x

Idee:
Berechne das Integral des Interpolationspolynoms!

i ob
/ flz) d;rt/ Pelx) dir,

Verallgemeinering:
S e =0 e il = addl vobel i e uidistante S s,
Al .7 o] w26 i gerada angezmmen

® Dann aestieren Teilintervalle | =1, o) sodas

o Tes mone fiir way 5. 52
und Bereclae das Polprom o

® Das Integral im Teilintervall [z, +
Kepplerscha Fassros

Jl.m-w

 Mun aan das gesamts Integral beeckact verden mit 6o Simpsan-Regel

st canr gageben durza die

2+ ke + 3.

"
I

g Lo ¥z ot b e 2l b A —as b b e 1)



Erinnerung;:
Die Integration mit der Trapezregel war fur f linear innerhalb der Teilintervalle

[:ci_l, a:z] (Z =1,... ,’I’L) exakt.

Ziel:
Genaue Integration fiir kompliziertere Funktionen (siehe Skizze)
A
f(x)|
tatsachlicher
Verlauf des

Funktionsgraphen

4__

) N\ Polynom 2.Grades
2" ’/I

1-_

=~
—

1 2 3 4 x

Idee:
Berechne das Integral des Interpolationspolynoms!

/abf(as) dz ~ /abpn(a:) dz.



Beispiel:

e Gegeben: Wertetabelle i }

Lo DO
DO Qo

Yi
e Trapez-Regel:
3
/ flx)dr=~1-24+1-2,5=4,5.
1

e Lagrange-Polynom:

(56—2)(33—3).1_'_(33—1)(33—3) 3(30—1)(:13—2)

- - 2.
2 —1 2

pn(T) =

e Integration:

3 3 1
/1f(w) dw~/1p2(a:)da:=§(1+4-3+2):5.



Verallgemeinerung:
Sei (z;,y;) (1 =0,...,n) mit z; = a+1ih, wobei h = b_T"' aquidistante Stutzstellen,
also [xg,z,| = [a,b]. n = 2m sei gerade angenommen.

e Dann existieren Teilintervalle [xo; 2,22k (K =1,...,m) so dass
m
[0, T = U [Zok—2, Tak]-
k=1

e Bestimme fiir [zof_2, o] die Wertepaare (zor—2, Yor—2), (Tak—1, Y2k-1), (T2k, Y2k ),
und Berechne das Polynom pa(x) mit pa(2or—;) = yar—; ( =0, 1,2).

e Das Integral im Teilintervall [zor_2, z2k] ist dann gegeben durch die
Kepplersche Fassregel:

W

T2k
/ p2(z) dr = —(yak—2 + 4y2k—1 + Y2k )-
T

2k—2

e Nun kann das gesamte Integral berechnet werden mit der Simpson-Regel:

/a ' f(a) da i:j / ™ pa() de
h

Q

T2k —2

= 3 (Yo + yom) +2(y2 +ya + - + yom—2) +4(y1 + y3 + - - + Yam—1)]



Erinnerung

Numerische Integration
Trapezregel

Lagrange Interpolation

Fruge: {Lagrange-Intrepelation)
e ez eine e o ffere

Jnitor ¢ furdie ph
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