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Erinnerung
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Satz: (K genz von Fourier-Reihen im quadrati Mitzel)
Sei [ = — R eine 2x peradische, stuckweise stelige Funklian.

Dann konvergiert die zugehérige Fourier-Keihe im quadratischen Mittel gegen §
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Bemerkung: (Komplexe Schreibweise einer Fourier-Reine]

Mit den folgenden Verel gen und den Eulerschen Formeln:
® iy dn Bpio und by, c by furee  0.1.2,...
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Frage: Sei f : R — R eine 27-periodische Funktion. Lasst sich dann eine Darstel-
lung

Z an, cos(nx) + by, sin(nx))

fur geeignete ag,a1,...,b1,b9,... € R finden?
Die Partialsummen (s,,,) werden durch die trigonometrischen Polynome

Sm = 012_0 + Z(an cos(nx) + b, sin(nzx)), m=20,1,...

n=1

definiert.



Satz: (Konvergenz von Fourier-Reihen im quadratischen Mittel)
Sei f : R — R eine 27-periodische, stuckweise stetige Funktion.
Dann konvergiert die zugehorige Fourier-Reihe im quadratischen Mittel gegen f.

Fur die Partialsummen s, der Fourier-Reihe von f gilt:

lim ||f _ SmH2 = 0.
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Bemerkung: (Komplexe Schreibweise einer Fourier-Reihe)
Mit den folgenden Vereinbarungen und den Eulerschen Formeln:
e a_, :=ayp, bp:=0und b_,, :=—-b, furn=0,1,2,...,

o q, = 2 fiirn € Z,

inx —inox
e —e

217 '

eznm +e—zna:

2

e cos(nzx) = und sin(nzx) =

kann man eine Fourier-Reihe zu einer Funktion f(x) kompakt schreiben:
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Bemerkung: Die Koeffizienten «,, der kompakten Form einer Fourier-Reihe lassen
sich wieder durch Integration berechnen:
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AuBerdem gelten die Beziehungen zu den reellen Koeffizienten (n =0,1,2,...):

an = 0Op +a—n7

b, = ila, —a_,).



Komplexe
Fourier-Rerhen

Vorbemerkung: Bei der E'nfiinrung von Fourizr-Re'hen haben wir 4eine speziellzn
Eigenschallen von R versendel.

Fur dic Einfehrung won Courier-Rethen fur f 0 B » 2 muss lediglich beschtet
werden:

[a [ Refdidé i [ L it} dt.

Satz (Parsevalsche

Seen f.9 : R — C L-periodische. in [0, L] stickweise stetige Funktionen mit
den Fourier-Reihen wie im vorherigen Satz (f(t) = 00 a.e™* und g(t) =
Yoo x Bue™%). Dana gelten
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he Gleichung der Form

} F° at,

2
!

fir roclle Reihendarstellung (siche Vorlesung vom 22.06.)

Satz: [Rechenregzla fur Fourier-Re'hen)

Seien f.¢ @ K — L L-periodische, stiickweise glatee Furktionen mit den Fourier-
Reinen
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Vorbemerkung: Bei der Einfuhrung von Fourier-Reihen haben wir keine speziellen
Eigenschaften von R verwendet.

Fur die Einfuhrung von Fourier-Reihen fur f : R — C muss lediglich beachtet

werden: /f(t) dt:/Ref(t) dt+z~/1mf(t) dt.



Satz: (Rechenregeln fiir Fourier-Reihen)

Seien f,g : R — C L-periodische, stuckweise glatte Funktionen mit den Fourier-
Reihen

f (t) _ i o, einwt

n=—o00
00
g(t) _ Z Bneznwt
n=—00

mit w = 2% wobei L als Schwingungsdauer und w als Kreisfrequenz interpretiert

werden konnen. Es gelten dann die folgenden Rechenregeln:

1. Linearitat: Mit a,b € C
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. Linearitat: Mit a,b € C

af +bg = Z (ac, + bBy)e™ "
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. Konjugation bzw. Zeitumkehr:

flt) = i a ™t bzw. f(—t) = i a_n et
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. Streckung oder Ahnlichkeit:
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. Verschiebung im Zeitbereich (Phasenverschiebung):

t + a) Z (eznwaan)eznwt
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. Verschiebung im Frequenzbereich:

zk:wtf § : Oy e eznwt

n=—oo



Satz: (Parsevalsche Gleichung)
Seien f,g : R — C L-periodische, in [0, L] stiickweise stetige Funktionen mit
den Fourier-Reihen wie im vorherigen Satz (f(t) = >0 ane™ " und g(t) =
S Bnpe™t). Dann gelten
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Bemerkung: Mit der Beziehung «,, = % und Zusammenfassen der Terme mit

Indizes n und —n ergibt sich die Parsevalsche Gleichung der Form

a? - 2 [F
T+ =1 [ UOF

n=1

fur reelle Reihendarstellung (siehe Vorlesung vom 22.06.).



Motivation
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Interpolation

Gegeben: ¢ =1:m (t;,b;) Daten

Aufgabe: Finde f{z) sodass f(t;) —b;

| Interpolations Problem |
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Satz: (Irterpoliensnzes Fourier Polyron)
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Gegeben: i =1:m (¢;,b;) Daten

Aufgabe: Finde f(x) sodass f(t;) = b;

Interpolations Problem




Satz: (Interpolierendes Fourier-Polynom)

Es seien £k = 2n (n € N) Werte yo,y1,¥2,...,Yx = Yo einer 2mw-periodischen
Funktion an den aquidistant verteilten Stutzstellen xqg,x1,22,..., 2 = Tg + 27
gegeben. Das spezielle Fourier-Polynom vom Grad n

—1 a*

gy (x) = 70 + kzl laz, cos(kx) + by, sin(kz)] + 7 * cos(nz)
mit Koeffizienten
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ist das eindeutig bestimmte interpolierende Polynom zu den gegebenen Stutzstellen,
d.h. es gilt:

g:’;, (xj) = Y5 .7 — 07 ce e k. e



Bemerkung: In dieser Darstellung ist es unerheblich, ob y; als einzeln gegebene
Messpunkte oder als Auswertungen einer Funktion y; = f(z;) gegeben sind.



Exkurs: Scheller
Algorithmus
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Dann ist zu losen:

ot — R,y (Annahme: n = 2%)

Divide-et-Impera - 1 (divide)
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Abbildung

Definiere: £, : R"*! — R+
flzj) = ¢y §=0:

mit y™ = f(@)j=0m;

Cj:():n-

Dann ist zu losen:

c™ = F,(y™).




Losungsweg

(Annahme: n = 2%)



Divide-et-Impera - 1 (divide)
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Es gelten die Beziehungen:

2

wn — wn/Za

2m n/2 _
wr, 2 = 1,

wﬁ?m-{-l) n/2



Divide-et-Impera - 2 (impera)

2 = (M, L ),
V(n/Z) _ ( (n) (n)’ o ffzn)l)
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The original problem is replaced by two problems of half the size!

c(n/2) — Fn/2(y(n/2))° ~(n/2) — Fn/z(n(n/2))-




Kosten: Wir zahlen in Anzahl FlieBkommaoperationen (flops) in filhrender Ordnung

e Diskrete Fourier Transformation (DFT)

#flops = 8n”.
e Schnelle Fourier Transformation (FFT) (2 Level)
"2 2
Hflops = 2 - [8(5) ] — 4n

e Schnelle Fourier Transformation (FFT) (a Level)

#flops = nlogs n



Sampling: (Wie digitale Musik funktioniert)
Schallwellen werden mit 44,1 KHz abgetastet.
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NMZH4NENENTHEN3N1TIE 16 18 19 15 1 10 18 19 h3nzhol

Berechnung der DateigroBe:

Datenpunkte
Kanal x Sekunde

bytes - 2 Kanale - 234 Sekunden
Datenpunkt

= 41.277.600 bytes
= 41,2 Mbytes

Datei = 44.100




Kompression: (Die Mathematik im MP3-Format)
Die “gesamplete” Funktion wird als Fourier-Reihe dargestellt mit

n—1
song(t) = Z are™™,  mit ap = Fu(y(te)).
k=0

Nun werden folgende Vereinfachungen/Kompressionen vorgenommen:

e “Unwichtige” Koeffizienten der Reihe werden vernachlassigt und nicht gespe-
ichert

e Dabei wird ein perzentuelles Modell verwendet (was hort das menschliche

Ohr?)

e Die Koeffizienten werden in einer bestimmten Art gespeichert (Huffmann
Enkodierung)

e Diverse weitere technische Optimierungen...



Idee: (Datenanalyse)
Die Wellenkomponenten e*“* sagen etwas iiber die Frequenzanteile des Signals
aus!

first components of Fourier series
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Also:

e Interpoliere Daten mit diskretem trigonometrischen Polynom (diskrete Fourier-
Reihe)

e Die Fourier-Koeffizienten geben die “Starke” jeder Wellenlange wieder.

e Die einzelnen Fourier-Komponenten reprasentieren die jeweilige Frequenz.



Datenanalyse
Schritte

- Interpoliere Daten
- Plotte Koeffizienten
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