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Fourier-Reihe
Buch Kapitel 3.8-3.9



Erinnerung
Sinus/Cosiuns

Homplexs Expanentilfunktion: Fir = < Definition: (Sinus und Cosinus)

Auf ganz R sind folgende Reihen konvergent:
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Die so erklirten Funktionen heiBen Sinus- und Cosinus Funktion.

Bemerkung (Taylorreihe fiir die Sinusfunktion)
Aus dem Satz von Taylor folgt:
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Komplexe Exponentialfunktion: Fur z € C sei
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die komplexe Exponentialfunktion. Die Reihe konvergiert fur alle z € C, also ist
eine Funktion exp : C — C definiert.

Eigenschaften der komplexen Exponentialfunktion: Es gilt fur z,21,20 € C
e exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(22)
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Definition: (Sinus und Cosinus)
Auf ganz R sind folgende Reihen konvergent:
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Die so erklarten Funktionen heiBen Sinus- und Cosinus Funktion.



Eigenschaften: (Sinus und Cosinus)
Aus den Reihendefinitionen fur die Cosinus- und Sinusfunktion, sowie dem Addi-
tionstheorem fur exp ergeben sich die folgenden Eigenschaften:
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e'” = cosx + i sinx (Eulersche Formel) und e™** = cosz — isinx
i —ix . T —1ix
cosr = &%  und sing = &—=¢—
2 21
cosO0=1und sin0=0

cos(—x) = cos(x) (gerade Fkt.) und sin(—x) = —sin(z) (ungerade Fkt.)

cos(z £ y) = cosz cosy F sinxsiny (Additionsformel fiir cos)
sin(x + y) = cosxsiny + sinz siny (Additionsformel fiir sin)

cos(x + y) — cos(z —y) = —2sinzsiny

COST9 — COST1 = —2sin ““Qﬂ sin #2551

cos?z +sin’z =1

cos 2z = cos? x — sin® x = 2cos? —1 und sin 2z = 2cosz sinz



Periodizitat von cos und sin

Definition (Zahl 7)
Die Zahl 7 ist die eindeutig bestimmte reelle Zahl, fur die gilt:

cos(g):O und O<g<2.

Satz (Periodizitat der trigonometrischen Funktionen)
Die Funktionen

o L2k | 00 L 2k+1
cos(z) = g(_l)k ok N sin@) = ,;)(_1)k (2k + 1)!

sind periodisch und es gilt fur alle z € R

cos(z + 2m) = cos(x) und sin(z + 27) = sin(x).



Bemerkung (Taylorreihe fiir die Sinusfunktion)
Aus dem Satz von Taylor folgt:
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Konstruktion von
Funktionenreihen

Konstruktion durch gliedweise Addition (oah)

Es gilt sl = 41 o 71 WAL den Rechen fiir o bew. o folgl:
Konstruklion mittels Cauchy Produkt: (¢ * sinr)
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da die gromatrische Reihe nur dann kanvergiert!

Konstruktion durch Substitution: {—4~]

Ausgehenc von der georetrischen Reibe - = Y750 % lasst sich duren Suzsti
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Konstruktion durch gliedweise Addition: (cosh)

Es gilt coshz = $(e” + e~ *). Mit den Reihen fir e® bzw. e~ folgt:
coshr = 11+az+x2+x3+x_4+...—
2 | 21 3! 4] |
S PRI
2 | 21 3! 4l |
— 1_|_x2_|_$4_|_...
2! 4]

> .2k

T
= ZQ—k'

k=0



Konstruktion mittels Cauchy-Produkt: (¢~7 sin x)
Mit Hilfe des Cauchy-Produktes konstruiert man eine Reihe fur e™* sin x:
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Konstruktion durch gliedweises Differenzieren: (ﬁ)

Die geometrische Reihe ﬁ = oo z¥ |asst sich gliedweise Differenzieren zu:
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Bemerkung: Die so konstruierte Reihe konvergiert nur fiir || < 1,
da die geometrische Reihe nur dann konvergiert!



Konstruktion durch Substitution: (ﬁ)

Ausgehend von der geometrischen Reihe ﬁ => 0 z¥ lasst sich durch Substi-
tution u = —x? konstruieren:
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Konstruktion durch Integration: (arctan x)
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Durch Integration von ergibt sich (beachte arctan 0 = 0):
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Erinnerung
Taylorreihe

K, ey

durch Taylorreihe:

Jede auf I C [ in + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion f lasst sich darstellen
(Salz von Taylor):

~[x — @) — Ko (e 2.

flal = flao) =

wiobei &, xp £ L und R, (e, 2p) = Lﬁﬂnx —aa)“"! das Lagrange Restglied mit

£ zwischen = und .

Frage: Wann gilt lim,, ... B, (>, 2,0 =07

Folgerung: (Taylorreine)

Falls auf dem offenen Intervall 1 < IR die Funktion [ beliebig oft differenzierbar ist
und fur das Restglied gilt:

lim Ra(z,x0) =0,

n-sac
so ldsst sich f in einer Potenzreihe entwickeln:

oo

f@=)

k=n

T

wobei x, vy & {. Diese Reihe heifit Taylorreihe. Ist g = 0, so heiBt die Reihe auch
McLaurin-Reihe.

e Fir elementare Funktionen mit Definitionsbereich L) und x,xy ¢ £ < D

immer!

® Fiir x aus dem Konvergenzintervall der Reihe.

o Falls % {m)

< M fir M = U unabhingig von k.



Konstruktion durch Taylorreihe:

Jede auf I C R (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion f lasst sich darstellen
(Satz von Taylor):
™) (20)

f(x) = f(zo) + 1 (z —mo) + -+ + T(m —z0)" + Rn(z, 7o),

. (n+1) . .
wobei x,xg € I und R, (x,x¢) = f(n+1)(!§) (x — x9)" ! das Lagrange Restglied mit

& zwischen x und zg.



Folgerung: (Taylorreihe)

Falls auf dem offenen Intervall I C R die Funktion f beliebig oft differenzierbar ist

und fur das Restglied gilt:
lim R,(z,z0) =0,

n—oo

so lasst sich f in einer Potenzreihe entwickeln:

0 £(k) (0 )
fay = 3 L) @ gy

k=0

wobei x, g € I. Diese Reihe heiBt Taylorreihe. Ist g = 0, so heiBt die Reihe auch
McLaurin-Reihe.



Frage: Wann gilt lim,, o Ry (2, x9) = 07

e Fur elementare Funktionen mit Definitionsbereich D und x,2g € I C D
immer!

e Fur x aus dem Konvergenzintervall der Reihe.

e Falls |f*)(x0)| < M fiir M > 0 unabhingig von k.



Periodische
Funktionen

Definition: (Periadische Funktion)
Eine Funklion J - B+ & wclche

Sle+ L) = fig) ¥oreR

erfiillt (L == U konstant), heiBt periodische Funktian,

Das kleinste L, fur welches die Gleichung gilt, heifit Minimzlperiode oder primitive
Periade von f.

Jedes vi-fache der Minimalperiode ist wieder Periode (m & ™). § heibt auch L-
periadische Funktion.

Beispiel: f(x) - sinx Graphisches Beispiel:
A

« Minimalperiode: 2x

* 27-period Funktion

e Perioden 27, 47, 67

Definition: (Trigonometrisches Funktionssystem)
Die Funktionen 1,sin(nz), cos(nx) fir n € N bilden das
trigonometrische Funktionensystem {1,sin(nz), cos(nz)}.

Ziel.

Periodiscne Funktionen mit Hilfe des trigonometrscnen Funktionensyst

ems

B 1g: Jede I-periodische Funktion [ lasst sich durch die Transfermation

. L
= rtegs)

in eine 2x-periodische Funktion f eln. (B hte also 27-periodische Funk-
tionen)

Konkret: Sei f : R — R eine 27-periodische Funktion. Dann ist das Ziel, eine

Darstellung

.
flx) = % + 3" (ag cos{nz) + b, sin(nz))

fiir geeignete ag, ay., ..., by, by, ... € R 2u finden,

Die Partialsummen (s,,) werden durch die trigonometrischen Polynome

m
B = "?" + ;(m. cos(nx) + by sin(nx)), m=0.1,...

definiert



Definition: (Periodische Funktion)
Eine Funktion f : R — R welche

flx+L)= f(z) VzxeR

erfiillt (L > 0 konstant), heiBt periodische Funktion.

Das kleinste L, fur welches die Gleichung gilt, heiBt Minimalperiode oder primitive
Periode von f.

Jedes n-fache der Minimalperiode ist wieder Periode (n € N). f heiBt auch L-
periodische Funktion.

Beispiel: f(z) =sinz Graphisches Beispiel:
e Minimalperiode: 27 / f(x)
e 27m-periodische Funktion .//,//,//
e Perioden 27, 4m,6m,. .. xJ—L x:a x0:+L xa-:-ZL g

~L 0 L



Definition: (Trigonometrisches Funktionssystem)
Die Funktionen 1, sin(nx), cos(nx) fur n € N bilden das
trigonometrische Funktionensystem {1, sin(nz), cos(nx)}.

Ziel:
Periodische Funktionen mit Hilfe des trigonometrischen Funktionensystems darstellen!

Bemerkung: Jede L-periodische Funktion f lasst sich durch die Transformation

L

foy = £t55)

in eine 2m-periodische Funktion f umwandeln. (Betrachte also 27-periodische Funk-
tionen).



Konkret: Sei f : R — R eine 2mw-periodische Funktion. Dann ist das Ziel, eine
Darstellung

Z a, cos(nz) + by, sin(nx))

fur geeignete ag,a1,...,b1,b2,... € R zu finden.
Die Partialsummen (s,,) werden durch die trigonometrischen Polynome

Sm = % + Z(an cos(nz) + b, sin(nzx)), m=0,1,...

n=1

definiert.



Fourier Reihe

Frage: Lasst sich ein f(x) durch geeignete Wahl von a,,, b, darstellen als

_ %, , (s
flz) = 5 + ,,E=1(an cos(nx) + by, sin(nx))
) ao m .
= lim > + E (an cos(nz) + by, sin(nzx)) | ?

m-—»00
n=I

Berechnungsformel: (Fourier Analyse)

Unter der Voraussetzung, dass es eine Darstellung f{xx) — %+ | (an cos(nz) +
by, sin{na)) gibt die gleichmaBig konvergiert, lassen sich die Fourier-Koeffizienten
., b, berechnen durch die Fourier Analyse:

ty = 1] flxyeos(nz) dz n=0,1.2,...,
-

1 o8
by = :/ flz)sinfnr)dr n=1,2,....
TJ

Jean Baptiste Joseph Fourier
*1768 Auxerre 11830 Paris




Frage: Lasst sich ein f(x) durch geeignete Wahl von a,,, b,, darstellen als

flx) = + Z an, cos(nx) + by, sin(nz))

n—

do
2

p—

= lim [+ Z an cos(nx) + by sin(nz)) |7
n=1

m— 0o 2




Berechnungsformel: (Fourier Analyse)
Unter der Voraussetzung, dass es eine Darstellung f(z) = L+~ (an cos(nz)+
b, sin(nz)) gibt die gleichmaBig konvergiert, lassen sich die Fourier-Koeffizienten
an, b, berechnen durch die Fourier-Analyse:
1 T
an = - f(x)cos(nz) dr n=0,1,2,...,

1 T
— f(x)sin(nz) dr n=1,2,....
™ —Tr
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bn

Jean Baptiste Joseph Fourier
*1768 Auxerre 11830 Paris
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